Mathe 111.1 Ubungsblatt Nr.12

Aufgabe 1: Cebysev-Ungleichung

Ein nicht idealer Wirfel werde N mal geworfen. Die Wahrscheinlichkeit dafir, in einem
einzelnen Wurf eine Sechs zu werfen, werde mit p bezeichnet. Man interessiert sich fur die
Wahrscheinlichkeit q dafiir, dass die Gesamtzahl S der in diesen N Wiirfen geworfenen
Sechsen nicht kleiner als eine gegebene Zahlk € IN mit Np <k < N ist.

a) Geben Sie eine Formel an, mit deren Hilfe q exakt errechnet werden kann.

b) Wie lasst sich mit Hilfe der Cebysev Ungleichung eine obere Schranke fiir q
ermitteln?

c) Vergleichen Sie den unter (a) ermitteln exakten Wert mit der gemaf (b) gewonnenen
Schrankeim FallN=10,p=1/5und k=8

LoOsung:
a) S~ Bi(N,p) P(S>k)

N N n N-n
=da=2, p"d-p)
n=k
b) Cebysev-Ungleichung:
P(S>k) < P(S-ES>k-ES) < P(|S—-ES |~k —ES)
2 2
< E(S—Esz - D°S o Np(l- p2)
(k —ES) (k —ES) (k — Np)
c) N=10,p=1/5und k=8

— (a)=P(S >8) = i(lr?j(%)" (£ ~ 0.000077926
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= (b) = P(S z8)s<8

4
5

)

Aufgabe 2: Markov-Ungleichung |1
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Es sei X eine endliche Zufallsgrélie mit endlicher Streuung und y > 0 eine gegebene
Konstante. Zeigen Sie, dass folgende Ungleichungen gelten:

a) P(X—EX >y)<UX=EX]
y
Losung:
0 z
Setze Z := X - EX und  Definiere Y =Y (w) ={ (w) <y
y Z(w)zy

E(|X—EX|©

P(X —EX >y) < y*P(X —EX 2 y)<E|X —EX|

Yy*P(X —EX > y)=y*P(Z>y)=EY <EZ=E|X —EX |



Aufgabe 3: Spannung

Wird an den Eingang eines Verstarkers V die zuféllige Spannung X gelegt, miisste am
Ausgang theoretisch die Spannung aX erscheinen (a bezeichnet den Verstarkungsfaktor),
praktisch erscheint jedoch die etwas verrauschte Spannung Y:

— X — Verstarkr(X) »>Y
Fir welchen Wert von a wird der mittlere Fehler zwischen aX und Y , d.h;
Aa) = E(Y —aX )’
Am kleinsten ? Wie grol3 ist der kleinstmdgliche Wert vonA(a) ?

LoOsung:
XY €L,

AR > IR,a—> E(Y —aX * =E(Y? - 2aXY +a°X ?) <> EY 2 — 2aEYX + EX?

= Aa) = Ex“{[a— EXY] +EY E(XY)ZJ

EX? EX? E(X2)2
1. Damit hat A sein Minimum bei EX\Z /\A( EX\Z j =EY?®- EX\Z
X EX EX

2. EX?*=0 a. EXY =0:Animmt fir jedes a e IRdas MinimumEY ? an.
b. EXY %= 0: Dann hatA kein Minimum.



