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Aufgabe: 41
1. Die Sprache L; ist entscheidbar, denn die folgende DTM M; entscheidet L;.

M; : Bei Eingabe x € ¥*
1. Falls x nicht von der Form ((M),w,d) ist, lehne ab.
2. Simuliere M mit Eingabe w fiir d Schritte.(Benutze universelle DTM und Zahler).
3. Wird in 2. festgestellt, dass M die Eingabe w innerhalb von d Schritten
akzeptiert, akzeptiere ((M),w,d).
4. Wird in 2. festgestellt, dass M die Eingabe w nicht innerhalb von d
Schritten akzeptiert, lehne ((M),w,d) ab.

2. Die Sprache L, ist rekursiv aufzédhlbar. Um dieses zu beweisen, konstruieren wir eine
DTM M, die Ly akzeptiert.

M, :  Bei Eingabe x € ¥*
1. Falls  nicht von der Form ((M),w, d) ist, lehne ab.
2. Simuliere zunéchst M mit Eingabe w fiir d Schritte. (Universelle DTM und Zihler).
3. Wird in 2. festgestellt, dass M die Eingabe w innerhalb von d Schritten
akzeptiert oder ablehnt, lehne ((M),w,d) ab.
4. Simuliere M weiter. Wird hierbei festgestellt, dass M die Eingabe w
akzeptiert, akzeptiere ((M),w,d).

Schritt 4 wird nur von Eingaben ((M), w, d) erreicht, bei denen M bei Eingabe w mehr
als d Schritte benotigt. Unter den Tripeln, die in 3. nicht abgelehnt werden, werden dann
in 4. nur solche akzeptiert, bei denen M die Eingabe w nach mindestens d Schritten
akzeptiert. Damit akzeptiert M, die Sprache L.

Die DTM M, hélt nicht bei jeder Eingabe. Gerét die DTM M bei Eingabe w in eine
Endlosschleife, dann wird M, bei Eingabe ((M),w,d) nicht halten. Damit entschei-
det M, die Sprache Lo nicht. (Lo ist nicht entscheidbar; der Beweis ist jedoch nicht
Bestandteil dieser Aufgabe.)



Aufgabe 42:

Das Totalitéatsproblem 7' = {(M) | L(M) = ¥*} ist nach Vorlesung nicht entscheidbar. Wir
reduzieren 7' < L und definieren folgende Reduktionsfunktion f:

Flw) = (My)(M)  falls w = (M) eine Godelisierung ist
YT (ML)(My)  sonst

Dabei sind M; und M, feste DTMs, L(M;) = ¥*\ {0}, L(M;y) = ¥*.
Es ist einfach, solche DTM anzugeben.

Zu zeigen: 1. f ist berechenbar (ist klar),
2weTlT & f(w) el

Beweis zu 2:

weT = w= (M), mitL(M)=X"
= L(M;) C L(M), L(M,) = X"\ {0} C X" = L(M)
= f(w) = (My)(M) € L

w¢T = wist keine Godelisierung oder w = (M) und L(M) # ¥~

fw) = (Ma){Ms) & L

oder f(w) = (My)(M). Da L(M) # ¥* ist, kann L(M;) = 3* \ {0} nicht echte
Teilmenge von L(M) sein. Also ist f(w) = (My)(M) & L.

Y

Aufgabe 44:

=
Sei L NP-vollstéindig. Da NP=Co-NP ist, sind auch L und L in NP.
P

Sei L NP-vollstéindig, L € NP.

Sei L' € NP. Dann gilt: L' <, L.

Beh: Dann gilt aber auch: L’ » L.

Bew: Sei L' <, L mittels f.
Dann gilt Vo € ¥*: v € L' & f(z) € L )
Das ist dquivalent zu: Vo € ¥*: v € L’ & f(x) € L. O

Somit entscheidet folgende NTM M L’ in polynomieller Zeit:
Bei Eingabe z € X*:

e Berechne f(x)

e Nutze polynomiell zeitbeschrinkte NTM fiir L, um ,, f(z) € L 7 zu testen.



Nach oben gezeigtem ist M eine polynomiell zeitbeschrinkte NTM fiir L/, also: L' € NP,
also L' € Co-NP.

Somit ist NP C Co-NP. (i)
(1)

NP D Co-NP gilt, da Co-NP C Co-(Co-NP) = NP.

Aufgabe 45:

Wir miissen eine Reduktionsfunktion f angeben, die fiir jede Eingabe ((G), k) ein f((G), k) =
A, b erzeugt mit:
G enthélt eine unabhéngige Menge der Grofle k < Az < b hat eine 0-1-Losung z.

Wir konstruieren f wie folgt:

Sei ((G), k) eine Instanz fiir IS. G habe Knotenmenge {1,...,n}. Dann hat das zugehorige
lineare Programm Variablen x4, ..., z,, wobei ,z; = 1“ bedeuten soll: ,,¢ ist in der unabhéngi-
gen Menge®. Das Ungleichungssystem sieht wie folgt aus:
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Der Aufwand zur Berechnung dieses Ungleichungssystems aus ((G), k) ist offensichtlich po-
lynomiell. Die Aquivalenz fiir x € IS < f(z) € BP folgt offensichtlich aus der Konstruktion.

Aufgabe 46

Sei k die Anzahl der Kartons, die Algorithmus Eiliges Packen benétigt. Mit g(K;) bezeichnen
wir die Gesamtgrosse der Gegensténde, die Algorithmus Eiliges Packen in den i-ten Karton
K; liegt. Nun gilt

g(K;) +g(K;)>1 firalle 1<i<j<k. (1)

Wiire (1) nicht erfiillt, so hétte Eiliges Packen, die Gegenstédnde in Karton K in einen frither
geoffneten Karton, ndmlich spétestens in Karton K; gelegt.
Aus (1) folgt nun

iai > L];J. (2)

Sei nun opt die minimale Anzahl von Kartons, die zum Verstauen aller ¢ Gegensténde benotigt
werden. Da in (1) echte Ungleichheit gilt, folgt

k n
opt > L§J +1,(da opt > > a; und opt € IN ist.)

i=1



Da L%J +12> g erzielt Kiliges Packen damit bei jeder Instanz einen Approximationsfaktor

von hochstens
= 2.
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