11. Musterlésung zu Mathematik fur Informatiker 11, SS 2004

MARTIN LOTZ & MICHAEL NUSKEN

Aufgabe 11.1 (Folgen). (10 Punkte)

Wir betrachten Folgen.

o= () 00 o= () o
n+1 neN n=43 neN

—(_n_ ) d= (Sin(n)) )
°b (Iogz ")nesz ° n nEN>,

Mit MAPLE lasst sich durch das Kommando

plots[pointplot] ({seqg([n,1/(n+1)],n=0..99)});

1

ein Bild der ersten hundert Werte der Folge (-5

)neN erzeugen.

(i) Erstelle fur jede der obigen Folgen ein solches Bild.

Losung. Die folgenden Bilder geben der Reihe nach die Folgen a bis d wie-

der.
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(iii)

Entscheide fur jede der obigen Folgen, ob sie monoton ist.

Losung. Die Folge a ist monoton steigend, alle anderen sind nicht mono-
ton. Die Folge b ist nicht monoton steigend, wird aber schliel3lich monoton
steigend in dem Sinne, dass die Werte b,, fir n > 3 steigen. Das gleiche gilt
fur die Folge ¢, hier werden die Werte c,, fir n > 2 immer kleiner, sodass die
Folge schlieldlich monoton fallt.

Wir wollen diese Feststellungen nun auch begriinden. Fur die Folge a gilt
(farn > 1) ay,/an—1 =n?/(n*> — 1) > 1, woraus a,, > a,—; folgt.

Fur die Folge b betrachten wir den Quotienten b, /b,,. FUr diesen gilt:

b1 n+1 log,n log, n"*!

by, n log,(n+1) log,(n+1)""

Das ist (weil z < y <= 2% < 2¥) genau dann groRer als Eins, wenn (n +
1)" > n"*1 gilt. Das heil’t, wir wollen zeigen, dass

+0)" 1 n\"
n n n

oder (1+1)" < n gilt. Fur n > 3 folgt das aus *Aufgabe 11.5(iii*). Fir die
ersten zwei Werte der Folge haben wir by = 2 und b3 = ~ 1.9, woraus
sichtbar wird, dass die Folge nicht monoton ist.

_3
log, 3

Im Fall ¢ gehen wir wie bei a vor, nur dass hier die Rechnung etwas aufwen-
diger ist:

cn  n (n—12+3 n*-2n"4+n+3 n?+2n—6

en_1 n2+3 n-1 T3 —n2+3n—-3 nd—n2+3n-3

Der Nenner im letzten Bruch ist fir n > 2 immer positiv, der Zahler n>+2n—6
ist fur ganze Zahlen n > 3 positiv. Es folgt, dass das Verhaltnis ¢, /¢, fur
n > 3 kleiner als Eins ist, also ¢,, < ¢,,_1.

Dass die Folge d nicht monoton ist, sieht man sofort durch ausrechnen der
ersten sechs Werte:

dy = .841471 dy = 454649 d3 = .047040
dy = —.189201 ds = —.191785 ds = —.046569

Im Gegensatz zu b und ¢ wird diese Folge aber auch nicht schlielich mono-
ton: Zu jedem N lasst sich ein n > N finden so, dass d,, sowohl groliere wie
auch kleinere Nachfolger besitzt. O

Entscheide fiir jede der obigen Folgen, ob sie nach oben beschrénkt ist. Gib
gegebenenfalls eine obere Schranke an.



Losung. Die Folge a ist durch 1 nach oben beschrankt, dawegenn < n +1
immer 5 < 1gilt.

Die Folge b ist nach oben unbeschrénkt. Das heif3t in Formeln: VC € R: In €
N: b, > C. Sei also C eine beliebige reelle Zahl, ohne Beschrankung der All-
gemeinheit diirfen wir C > 3und C € Nannehmen. Nun setze n = 2¢. Dann
ist b, = % > C (wegen 2¢ > C2 fur C > 3, das lasst sich durch Indukti-
on leicht beweisen) und somit wurde gezeigt, dass die Folge schlieBlich jede
Zahl C Ubersteigt.

Die Folge ¢ hat an der Stelle n = 2 ein Maximum: der Wert ist ¢, = % Da-
vor ist namlich ¢; = i und danach ist die Folge, wie wir festgestellt haben,
monoton fallend. Also ist ¢ durch % nach oben beschrankt.

Die Folge d ist beschrankt, da die Sinusfunktion beschrankt ist. Eine obere
Schranke ist die Eins. O

(iv) Bestimme fur jede der obigen Folgen Infimum und Supremum.

Losung. Die Folge a hat die Null als Minimum und Supremum ist die Eins,
wie aus der Umformung

n+l1 n+l n+1

1-1 1
n n + 1

sofort sichtbar wird.

Die Folge b ist nach oben unbeschrankt, besitzt aber ein Minimum, nédmlich
die 25 ~ 1.9,
2

Die Folge c besitzt das Maximum ¢, = 2. Als Infimum hat die Folge die 0,
da die Folgenglieder sich der 0 beliebig nédhern. Dies lasst sich ganz einfach
begrunden:

n n 1

—_— < —= = —.
n2+3 n?2 n

Die Folge d besitzt Maximum und Minimum, namlich d; = sin1 ~ .841471
und ds = % ~ —.191785. Alle anderen Werte sind vom Betrage her kleiner
als 1 <0.17. O

Aufgabe 11.2 (Konvergenz). (4 Punkte)

Die unten angegebenen Folgen (a,)nen sind Nullfolgen. Bestimme zu e = 0.001
jeweils ein N so, dass |a,| < € furallen > N gilt.

(i) an = 2.

Lésung. Die Zahl N = 14 ist die kleinste Zahl, sodass |a,,| < € firn > N
gilt. O

H _ 1
(W) an = fog,tary-
Losung. Fur N = 2199 _ 1 gilt gerade noch ax_; = €. Da a,, streng mono-

ton fallend ist, gilt 0 < a,, < e fr n > N. Dieses N ist in Dezimaldarstellung
eine 301-stellige Zahl! O



(iii)

(iv)

an = 7253

Lésung. Die Zahl N = 1000 ist die kleinste Zahl, sodass |a,| < ¢ firn > N
gilt. (ay_1 = %ﬁrg ~ 0.001000997..., also a, > e und fur n > N gilt
0<a,< % <el) O

cos(§n
n

ap=1unda, = )fUrn>0.

Losung. Da der Cosinus durch 1 beschrankt ist, ist man auf der sicheren
Seite, wenn N = 1000 oder gréRer gewahlt wird. Wir haben namlich cos(51000) =
0, und fir n > 1000 ist der Quotient cos(5n)/n definitiv kleiner als 1/1000 =
0.001. O

Aufgabe 11.3 (Reihen). (4 Punkte)

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz.

(ii)

(iii)

Losung. Wir bemerken, dass die Halfte der Faktoren im Zéhler des Bruches

2L héchstens L ist:
I/' 1 LV/ZJ
<z .
w2 ()

Weil alle Summanden positiv sind, ist die konvergente geometrische Reihe

> (%)”/2_1 (mit dem Wert —2— = 4 + 2/2) eine Majorante und damit
V2
konvergiert die gegebene Reihe. O

00 j4
25
j=0

Losung. Diese Reihe konvergiert. Wir wollen dies mit dem Quotientenkri-

terium nachweisen. Dazu reicht es zu prifen, dass der Quotient

G +1)* (y) (G+1)°

37+1 3_3 = 3j4

fur gentigend grofRe j kleiner als eine Zahl @ ist mit § < 1. Wenn wir ganz
grof3ziigig 1 < j/10 abschétzen (was ja schon ab j = 10 stimmt), so ist der

Quotient héchstens gleich % = @8l < 1 =: 0. Damit konvergiert die

; 30000
Reihe. O

o0

Z C+4
002—30+1’

c=!

Losung. Diese Reihe divergiert. Wir benutzen das Majorantenkriterium ,,rlick-

wars“, um das zu zeigen. Die angegebene Reihe majorisiert ndmlich die har-

monische Reihe:
1 c+4

< ——F"7.
c 2—-3c+1



oo 1

Waurde sie selbst konvergieren, so mifite auch die harmonische Reihe ) |~ <
konvergieren. Das ist aber nicht der Fall. Also kann die angegebene Reihe nur
divergieren. O

] > k+1 k—1
(iv) ;%

Losung. Diese Reihe konvergiert. Um das zu sehen, benutzen wir das Leib-
nizkriterium. Ersteinmal formen wir um:

(k+ 1)1 1 !
=:dy,

Wie beim Leibnizkriterium gefordert, wechselt das Vorzeichen von Sum-
mand zu Summand. Wir missen also noch prifen, dass die Betrége dy eine
monotone Nullfolge bilden. Nullfolge ist klar, sobald wir festgestellt haben,

dass (1+ %)kfl immer Kleiner als 3 ist und das steht in *Aufgabe 11.5. Fiir
die Monotonie betrachten wir

det1 1 1 k
de (k+1)2)

Das ist offensichtlich kleiner als Eins und damit ist dj, (sogar streng) monoton
fallend. Also konvergiert die Reihe. O

Aufgabe 11.4 (Kettenbruch). (6 Punkte)
Betrachte den folgenden Kettenbruch:

1
1
1

1+---

1+
1+
1+

Darunter versteht man die durch zo := 1 und z,41 := 1+ i definierte Folge.
Zeige: Mit dem goldenen Schnitt ¢ = %(1 +/5) gilt

1
|xn—<p|§m und  z, — .

Losung. Wir bemerken vorab, dass alle Folgenglieder z,, mindestens gleich 1
sind. FUr n = 0 ist das klar, und fur n > 0 ergibt sich das induktiv aus z,, =
1+ %1—_1 > 140 =1, weil z,,_; ja nach Induktionsvoraussetzung insbesondere
positiv ist.

Der Beweis der Ungleichung geschieht durch Induktion, der Fall n = 0 ist einfach.
Nimm also (induktiv) an, n sei grof3er als Null und die Aussage gelte flr n — 1. Wir
beobachten zuerst, dass ¢ = 1 + i gilt (vergleiche dazu ??). Daraus ergibt sich

1= =
Tn—1 SO

1 1
[zn — @l = |1+ =
Tn—1 (10

1 1 ‘



Indem wir z,,_; > 1 und die Induktionsannahme benutzen, erreichen wir

1
¢n+1 ’

Tn—1 2 Tpn—-1¥

1 1‘_‘4,0—3:”1

was zu zeigen war.

Die Konvergenz ergibt sich nun aus der Tatsache, dass wegen ¢ > 1 die Folge
1/ fur n — oo gegen Null konvergiert. O

*Aufgabe 11.5 (Eine besondere Folge). (0+12 Punkte)

Wir wollen die Folge (a,,)nen., Untersuchen mit

1 n
an:<1+—> .
n

(i*) Stelle die ersten 10 Folgenglieder graphisch dar (z.B. mit MAPLE, wie in Auf-
gabe 11.1)

Losung. Wenn wir die y-Achse bei 2 beginnen lassen, sieht die Graphik wie

folgt aus.
2.6 T e e e e
° [ ]
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Die zugehorige Wertetabelle ist diese:

n 1 2 3 4 )
an | 2.000000 2.250000 2.370370 2.441406 2.488320

n 6 7 8 9 10
an | 2.521626 2.546500 2.565785 2.581175 2.593742

Nach den ersten grof3en Schritten wachst die Folge scheinbar nur noch lang-
sam. O

(ii*) Zeige, dass fur alle naturrlichen Zahl n > 0 und k£ > 0 die Ungleichung
n\ 1 1 H
(i) < 7 gilt.

Ldsung. Wir haben
my okt
k) k' ERD

woraus die Behauptung folgt. O



(iii*) Zeige, dass die Ungleichungen

(iv*)

(v¥)

gelten.

Losung. Far die zweite Ungleichung benutzen wir den binomischen Satz
in Kombination mit (ii*):

1\" <& 1 "1
() =X (<X
k=0 k=0

Fur die letzte Ungleichung benutzen wir, dass fur & > 2 gilt: 1/k! < 1/2F1,
Dann haben wir

"1 "1 "1
D=2t G S24 ) o
k=0 k=2 k=2

n—1

1 1

1
:2+22—k:2+1—2—n:3—2—n<3. O
k=1

Beweise die BERNouLLIsche Ungleichung: Fur x > —1und n > 1 gilt
(I+2)" > (1 + nz).
Wann gilt Gleichheit?

Loésung. Wir machen Induktion. Flr n = 1 gilt die Aussage, nimm also an
sie gelte fur n — 1. Dann haben wir

(1+2)"=01+2)1+2)" " > A +z)(1+(n-1)z)
=1+4+nz+(n—1)2°>1+nz.

Beachte, dass wir hier von (1+z) > 0 entscheidend gebrauch gemacht haben!

O

Die Folge (a,,) ist monoton wachsend ...

Losung. Diese Lésung kommt ohne die Bernoullische Ungleichung aus.
Wir haben eben schon verwendet, dass nach dem Binomischen Lehrsatz

an = n) = k) nk
0<k<n

gilt. Betrachten wir darin die Summanden, so stellen wir fest, dass sie mit
wachsendem n auch wachsen. Es gilt fir 1 <n < m und & # 0:

n\ 1 m\ 1
) (k)ﬂ < (k)W

Dazu schreiben wir den Term wie folgt um:

n\1 1 j
(k)ﬁ_k! H (1 n>
0<j<k



Wegen n < m gilt nun aber 1 — £ < 1 — -L also folgt (x). Damit kénnen wir
nun aber a,, durch a,,, abschatzen:

1<k<
<1+ ¥ (ME+ 3 (ML =
k) mk E)mk
1<k<n n+1<k<m

Fur m = n + 1 gelesen erhalten wir, dass a (sogar streng) monoton steigend

ist. O

Losung. Diese Losung verwendet die Bernoullische Ungleichung. Wir schat-
zen den Quotienten —22— ab:

An—1

a, _ (n+1 n n -l
Ap—1 o n n—1

n
1
=n?4+ = >1.
n
Damit ist die Folge monoton wachsend. O

(vi*) ...und konvergiert.

Losung. Da sie monoton steigend und beschrankt, muss sie nach einem
Satz aus der Vorlesung auch konvergieren. O

(vii*) Farallem <ngilta, > Ygcpen & - 2

n

Losung. Die Summe kann auch geschrieben werden als
1 nk n 1
S o= (3)
0<k<m 0<k<m
n 1
—a- Y <k> =
m+1<k<n

J

e

>0

Daraus folgt die Behauptung. O
(Vi) Esgilt lim a, > 304 &

Loésung. Wir erinnern uns, dass aus a,, > ¢ mindestens lim a, > c folgt.
n—oo
Wie wir in (vii*) gesehen haben, gilt

1 n& 1
an > Y Tk 2 > ]
0<k<m 0<k<m

und damit gilt eine entsprechende Ungleichung auch im Grenzwert n — oo.

O



(ix*) Esqilt
. 1
nILngo an = k§>0 i e~ 2.718281828.

Losung. Die Folge der b,, = Y o<, 7 iSt monoton steigend und nach
(viii*) durch lim a, beschrankt, also konvergiert diese Folge. Damit folgt
n— 00

ersteinmal lim a,, > lim b,,. Nach (iii*) ist aber immer auch a,, < b,, also
n—oo m—r0o0
folgt lim a, < lim b, und damit die behauptete Gleichheit. O
n— 00 n— 00

(x*) Folgere lim (1+ 2)" =2
n—oo

Losung. Wir erinnern uns, dass lim (a,, - b,) = lim a, - lim b, gilt, falls
n— 00 n—00

n—o0

beide gegebenen Folgen konvergieren. Das ist insbesondere richtig, wenn
a, = b, gilt. Also ist

tim (12)" = (14 58)")
-t (1)) = (1 (142)) o0

Bemerkung: Es gilt allgemeiner lim (14 2)" =e* = _ 7.
n—o0 °



