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Aufgabe 9.1 (Endliche Koérper). (6 Punkte)

Sei g eine Primpotenz. (Man darf auch getrost annehmen, ¢ sei prim. Dadurch
andert sich eigentlich nichts.) Wir nehmen an, dass F, ein Korper mit ¢ Ele-
menten ist. (Tatséchlich gibt es einen und bis auf Isomorphie auch nur einen.)
In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass dann in F, [z] die Gleichung

2l —x = H(x—a)

a€lfy

gilt.

(i) Berechne die rechte Seite firg =3 und g = 5.

Losung. In der Ublichen symmetrischen Darstellung besteht der Kor-
per F3 aus den Elementen {0, 1, —1} mit denen wir modulo 3 zu rechnen
haben:

z(z—1)(z+1) =z(z? — 1)
=23 — 1.
In der Ublichen symmetrischen Darstellung haben wir F5 = {0, 1, —1,2, —2}
und mussen modulo 5 rechnen.
2z —1)(z+1)(z —2)(z+2) = z(z> — 1)(2* + 1)
=z(z' - 1)
=25 —z. O

(if) Zeige, dass zwei Polynome f und g genau dann gleich sind, wenn g | f,
deg f = degg und Ic(f) = Ic(g) gilt.

Losung. Wenn f und g gleich sind, dann sind natdrlich auch die Leit-
koeffizienten und Grade gleich, und es gilt g|f. Nimm umgekehrt an,
dass g|f sowie Ic(f) = Ic(g) und deg f = degg gilt. Es gibt also ein
h € F,[z] so, dass f = gh. Wegen der Bedingung deg f = degg folgt
degh = 0, also gilt h € [F,. Fur die Leitkoeffizienten folgt daraus Ic(f) =
hlc(g). Alsoist h = 1 und folglich f = g. O

(iii) Zeige, dass fur a € F, \ {0} die Gleichung a?~! = 1 gilt.

Losung. Die Menge F, \ {0} bildet mit der Multiplikation eine Gruppe
(Fy), weil I, ein Korper ist. Nach dem Satz von Lagrange erhalten wir
daraus sofort a?~! = 1 fiir alle ihre Elemente. O



(iv)

(V)

(vi)

Zeige, dass fur a € F, die Gleichung a? = a gilt.

Losung. Aus a9~! = 1 folgt a? = a fiir a # 0. Fir a = 0 gilt diese
Gleichung naturlich auch. O

SchlieRe, dass fur alle ¢ € F, das Polynom z — a das Polynom z¢ — z in
F, [z] teilt.

Losung. Aus a? = o folgt, dass a eine Nullstelle des Polynoms z9 — z
ist. Wir wissen bereits: ist a eine Nullstelle eines Polynoms f Giber einem
Korper, so teilt z — o dieses Polynom. O

Folgere nun, dass Haqu (z —a) das Polynom z? — z teilt und sogar gleich
diesem ist.

Losung. Wir benutzen hier die Aussage: Gilt g|f, h|f und ggT(g,h) =
1, so folgt gh|f. Induktiv lasst sich dies auf Produkte mehrerer Polyno-
me verallgemeinern, indem man verwendet, dass dann auch jedes dieser
Polynome teilerfremd zum Produkt beliebig vieler der anderen ist. Nun
sind die Polynome (z — a) paarweise teilerfremd, und jedes einzelne teilt
x? — z. Also teilt auch das Produkt der x — a das Polynom z7 — z. Bei-
de Polynome haben Leitkoeffizient 1 und gleichen Grad, also folgt, dass
diese Polynome gleich sind. O

Bemerkung: Diese Beobachtung ist die Grundlage fur den Beweis der Existenz
und Eindeutigkeit eines endlichen Kdrpers [F, mit ¢ Elementen, wenn nur ¢
eine Primpotenz ist.

Aufgabe 9.2 (Graphen und Matrizen). (2 Punkte)

(i)

Zeichne den Graphen mit der Inzidenzmatrix

1000100710
100101001
01 0000T1G00

B=1011010000
0011000T10
000001000
0000O0GO0T1O0 1]

Losung. Der folgende Graph hat die angegebene Matrix als Inzidenz-
matrix.
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(if) Zeichne den Graphen mit der Adjazenzmatrix
[0 1 0 0 1 0 O]
1001010
000 0 1°O01
A=10 1 0 0 1 0 O
101 1 001
01 000O0TO
0 01 01 0 0
Losung. Der folgende Graph hat die angegebene Matrix als Adjazenz-
matrix. 7
[
6 1
[ ] [ ]
5° \‘2
\. [ J
4 3

(iii) Bestimme die Inzidenz- und die Adéazenzmatrix fur den Graphen
[ J

5./ \: .1
4'\. *2

Losung. Wir erhalten die Inzidenzmatrix B, wobei die Reihenfolge der
Spalten nattrlich gleichgultig ist, und die Adjanzenzmatrix A:

111000000 011001
010005300 100190

B= 1600101010 |> A= 011010 O
000000111 001101
001010001 110010

Aufgabe 9.3 (Kreise). (8 Punkte)

Prufe bei den folgenden Graphen, jeweils ob sie einen Eulerkreis enthalten
und ob sie einen Hamiltonkreis enthalten. (Begriindung erforderlich!)



(iii) 12

(ii) (iv) 12

Losung. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass ein Graph genau dann einen
Eulerkreis besitzt, wenn jeder Knoten geraden Grad hat. Demnach haben (i)
und (ii) keinen Eulerkreis, (iii) und (iv) haben einen. (Es ist hier zwar mdglich,
aber nicht nétig den jeweiligen Eulerkreis anzugeben.)

Fur Hamiltonkreis ist kein einfaches Kriterium bekannt. Wir mussen im po-
sitiven Fall den Hamiltonkreis angeben und im negativen ein schlaues Argu-
ment gegen die Existenz finden. (Notfalls missen wir alle bei 1 beginnenden
Punktreihenfolgen durchprobieren, aber das sind bei zwolf Punkten schon
11! = 39916 800 Mdglichkeiten, die selbst bei einer schlauen Tiefensuche er-
hebliche Arbeit verursachen.) In unserem Fall hilft folgende kleine Beobach-
tung sehr viel weiter: Jede Kante, die an einem Knoten vom Grad 2 liegt, muss
Teil eines Hamiltonkreises sein, falls dieser existiert. Die Graphen (i) und (iv)
haben jeweils einen Hamiltonkreis. FUr den linken geben wir gleich zwei an,
ein Hamiltonkreis muss also nicht eindeutig bestimmt sein.

Die Graphen (ii) und (iii) besitzen keinen Hamiltonkreis. Um dies zu sehen,



merken wir wie eben die Kanten an Knoten vom Grad zwei vor:
N

LT,2
\
K

Nun sehen wir aber, dass unter den markierten Kanten bereits ein Kreis ist, der

nicht alle Knoten des Graphen durchlauft. Folglich kann (ii) keinen Hamilton-
kreis haben. Im Fall (iii) erhalten wir folgendes Bild:

11
®

12
LS %

10 7/ ////>.2
(T [\
9-§ 7 /’/-3
8.\/X\////.4
\./\°
7 6 5
Wir sehen, dass drei der an den Knoten 7 angrenzenden Kanten zum Hamil-
tonkreis gehdéren mussten. Aber das kann naturlich nicht sein, da in einem

Hamiltonkreis an jeden Knoten genau zwei Kanten grenzen.

Leider ist die hier verwendete Beobachtung im Allgemeinen bei weitem nicht
ausreichend. Es ist bis heute kein Verfahren bekannt, um in polynomieller Zeit
in der Eckenzahl zu entscheiden, ob ein Graph einen Hamiltonkreis hat oder
nicht. Gabe es so etwas, so ware P = NP. Die meisten Experten glauben, dass
es sowas auch nicht gibt, und (4quivalent dazu) die Cooksche Vermutung P #
NP gilt. O

Aufgabe 9.4 (Isomorph oder nicht?). (6 Punkte)

Welche der folgenden Graphen sind isomorph und welche nicht?

() (ii)




(iii) v)

(iv) (vi)

Losung. Als erstes bestimmen wir die Grade der einzelnen Knoten in den
Graphen.

1 23 456 7 8 9 10 11 12
() |4 5 1 2 4 2 3 4 4 3 3 5
)|3 2 3 233523 5 4 5
i)|6 2 2 3 3 3 4 6 3 4 2 2
vy|1 3 5 4 4 3 2 25 3 4 4
“M1|4 155135054 1 2 4
vi)|3 2 6 4 2 6 2 2 3 3 4 3

An dieser Tabelle sehen wir, dass nur die Graphen (i) und (iv), sowie (iii) und
(vi) far Isomorphismen in Frage kommen. Tatsachlich haben wir Isomorphis-
men zwischen diesen Graphen. In diesen Féallen kann man den Isomorphismus
finden, indem man zunéachst mal die Punkte nach den Graden sortiert und
daraus notwendige Zuordnungen ableitet. Dann kann man sich an den Kan-
ten ,,entlanghangeln®. Am Einfachsten sieht man das Ergebnis, indem man die
Knoten im Bild permutiert und die Kanten dabei mitnimmt, sodass die Bilder
gleich sind. Wir haben das fur (i) und (iv) in beiden Graphen gemacht, sodass
die entstandenen Bilder leicht zu tGberblicken und gleich sind.
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Der Fall (iii) und (vi) geht analog:

o/ \o

VbV

48 12* "6

Man sieht, dass ein Isomorphismus nicht eindeutig bestimmt sein muss, hier
kénnen etwa die Punkte 4 und 9 im linken Bild einfach vertauscht werden.
Man erkennt aber auch neben den Ordnungen der Punkte andere Merkmale,
die zur Konstruktion des Isomorphismus hilfreich sein kénnen, wie etwa die
Brucke, die links von 10 nach 1 verl&uft. (Ein Brucke ist eine Kante, deren L6-

o/ \o

schung den Graphen zerfallen l&sst.)

©Aufgabe 9.5 (Eiszeit).

O

(0+2 Punkte)

Als es noch richtige Winter gab, war einmal der Méhnesee zugefroren. Eine
Zeitung berichtete am Ende der Saison ber ein erstaunliches Phanomen:

Aulderirdische am
Werk?

Seit der See zugefroren ist, hat es eine
Menge Zusammenst63e zwischen Eislau-
fern gegeben. Beim Zahlen der Zusam-
menstéfle machte unser Korrespondent
jedoch eine verbluffende Entdeckung: An
jedem Tag war die Anzahl der Eislau-
fer, die mit einer ungeraden Zahl von
Eislaufern zusammenstiel3, gerade! Um-
fragen unter den Menschen auf dem
Eis haben keinerlei Anhaltspunkte erge-

Ihr auch?

ben. Die Behdrden schweigen sich aus.
Trotz beharrlicher Nachfragen bei den
ortlichen Amtern weigerten diese sich
standhaft Stellung zu dem Phadnomen zu
nehmen: Die Wasserpolizei dementierte
jegliche Verdacht auf kriminelle Hinter-
grunde. Die ansassigen Feuerwehren be-
stritten ihre Zustandigkeit. Lokale Politi-
ker lieRen sich verleugnen oder verwie-
sen auf Sonderkommissionen und stren-
ge Geheimhaltungsvorschriften. Wissen-
schaftler der Universitat Paderborn sind
ratlos.

Losung. Nein, wir kdnnen helfen. Die Situation l&asst sich durch einen Gra-
phen G beschreiben: die Eislaufer sind die Ecken, je zwei Knoten sind durch
eine Kante verbunden, wenn die Eislaufer zusammensto3en. Die Aussage ist
dann die, dass die Anzahl Knoten mit ungeradem Grad gerade ist. Benutze
hier die aus der Vorlesung bekannte Formel:

> d(v)

veEE

= 24K,



wobei d(v) den Grad von v bezeichnet. Da die geraden d(v) einen geradzah-
ligen Beitrag zur linken Seite der Gleichung liefern, muss dies auch bei den
ungeraden d(v) der Fall sein. Eine Summe ungerader Zahlen ist aber genau
dann gerade, wenn die Anzahl der Summanden gerade ist. Damit ist der Fall

gelost. O



