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Aufgabe 7.1 (Symmetrien). (15 Punkte)

Sei � �
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� die Menge der Ecken eines Quadrates.
Wir betrachten die Menge
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�
der Symmetrien des Quadrates mit der Multiplikation von Matrizen als Ope-
ration.

(i) Zeige, dass jedes Element � von � die Eckenmenge � permutiert, also
bijektiv auf sich selbst abbildet.

Lösung. Die Matrix � ist invertierbar, also ist die dadurch gegebene
Abbildung insbesondere injektiv. Ferner lässt sich � auf � einschränken
und alle Bilder liegen wieder in �, sodass wir eine Abbildung � � �
erhalten. Diese ist offenbar immer noch injektiv. Da nun � endlich ist,
muss sie auch surjektiv und damit bijektiv sein. Also ist� eingeschränkt
auf � ein Permutation. �

(ii) Gib eine Permutation der Eckenmenge� an, die hierbei nicht vorkommt.

Lösung. Eine Abbildung, die zwei benachbarte Eckpunkte vertauscht
und die anderen zwei Punkte festhält, ist nicht in �. Wir beweisen dies
indem wir zeigen, dass jede Abbildung in �, die zwei benachbarte Punk-
te festhält, bereits die Identität ist.

Sei � die Matrix einer Abbildung, die die Ecken
�
��
�

�
und

�
��
��

�
von �

festhält. Schreiben wir die Matrix � als � � ���� ���

��� ���
� � �, so bedeutet

dies �
�
��
�

�
�
�
��
�

�
und �

�
��
��

�
�
�
��
��

�
. Als Gleichungssystem sehen

diese Bedinungen wie folgt aus:

���� ���� � ���(�)

���� ���� � ���(��)

���� ���� � ���(�)
���� ���� � ����(��)

Durch Vergleich von (�) und (�) folgt ��� � � und ��� � �. Durch
Vergleich von (��) und (��) folgt ��� � � und ��� � �. Also muss �
die Identitätsmatrix sein. �
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(iii) Erstelle eine Liste aller acht Elemente von �.

Lösung. Die Elemente von � bestehen aus der Identität, Drehungen
um ��, �	� und 
�� Grad und Spiegelungen an den vier Symmetrieach-
sen:

��

��

�� ��

In Matrixform sind dies:

� �

�
id � � � �

� �
� � ��� �

�
� ��
� �

�
� ���� �

�
�� �
� ��

�
� ���� �

�
� �
�� �

�
�

�� � � � �
� �

� � �� �
�
�� �
� �

�
� �� �

�
� ��
�� �

�
� �� �

�
� �
� ��

�
�
�

Beachte, dass die Drehungen genau die Elemente aus � mit Determinan-
te �, und die Spiegelungen die mit Determinante �� sind. �

(iv) Ist � eine Gruppe? Ist � kommutativ?

Lösung. � ist eine Gruppe:

Æ Die Eins ist die Identitätsmatrix 	 � � � �
� �

�.

Æ Multipliziert man je zwei Matrizen aus �, ist das Ergebnis wieder
in �. Das erkennt man am Einfachsten direkt an der Definition:
Die Zusammensetzung zweier linearer, invertierbarer Abbildungen
ist wieder linear und invertierbar. Bilden diese Abbildungen dazu
noch � auf sich selber ab, so tut dies auch die Zusammensetzung.
Also ist � abgeschlossen unter Matrixmultiplikation. Beispiel:�

� ��
� �

�
� � �
� � � �

�
�� �
� �

�
� ��

� � �
� � �

�
� ��
� �

�
�
�
� �
� ��

�
� ��

Dieses Beispiel zeigt auch gleich, dass � nicht kommutativ ist. �

(v) Bestimme für jedes Element seine Ordnung. Ist � zyklisch?

Lösung. Die Identität hat natürlich Ordnung eins. Die Spiegelungen
��� � � � � �� und die Drehung ���� um �	� Grad haben Ordnung zwei (Bei-
spiel:

�
� ��
�� �

� �
� ��
�� �

�
� � � �

� � �). Die Drehung ��� um �� Grad und die
Drehung ���� um 
�� Grad haben Ordnung vier. Insbesondere ist � nicht
zyklisch, da kein Element Ordnung acht hat. �
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(vi) Betrachte die Abbildungen


� �
� �� ��
� 	�� det��


� �
� �� �

� �
� 	�� det��


� �
� �� 
����� �
� 	�� det��


� �
� �� ��� �
� 	�� det��

Wodurch wird ein Homorphismus von (welchen) Gruppen definiert und
wodurch nicht? [Jeweils mit Begründung.]

Lösung. Æ 
� ist kein Homomorphismus. � ist eine Gruppe bezüg-
lich Addition, aber beispielsweise ist det�id � id
 � � �� � � � �
det id�det id. Bezüglich der Multiplikation ist � keine Gruppe, die
Null stört.

Æ 
� ist ein Homomorphismus. �� ist eine multiplikative Gruppe,
und es gilt det�� � det� det� für ��� � �.

Æ 
� ist ein Homomorphismus. 
����� ist bezüglich der Multiplikati-
on eine Gruppe mit Einselement �. Alle Matrizen in � haben Deter-
minante � oder ��.

Æ 
� ist nicht einmal wohldefiniert. Zwar ist ��� eine multiplikative
Gruppe, allerdings ist �� � ��� �� negativ und gar nicht in ��� . �

(vii) Bestimme den Kern ker
� und das Bild im 
� von 
�.

Lösung. Der Kern ker
� besteht aus allen Matrizen in � mit Determi-
nante �, also aus der Menge�

id � � � �
� �

� � ��� �
�
� ��
� �

�
� ���� �

�
�� �
� ��

�
� ���� �

�
� �
�� �

��
�

Dies sind die Identität und die Drehungen, also die orientierungserhal-
tenden Transformationen. Das Bild ist die Menge 
�����. �

(viii) Ist ker
� eine Gruppe? Ist ker 
� kommutativ?

Lösung. Der Kern ker
� ist eine zyklische Gruppe, erzeugt von ��� ��
� ��
� �

�
. Das ist einfach zu veranschaulichen: dreht man das Objekt vier

mal um �� Grad, erwischt man wieder die Ausgangsposition. Insbeson-
dere ist ker
� kommutativ. �

(ix) Welche Nebenklassen hat ker
� in �?

Lösung. ker
� hat Ordnung �. Nach dem Satz von Lagrange hat ker
�
in � den Index 
, besitzt also 
 Nebenklassen. Eine dieser Nebenklassen
ist ker
� selber, die andere ist die Menge 
��� ��� ��� ��� der Spiegelun-
gen. �

(x) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?
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Lösung. Da der Kern ein Normalteiler ist, ist die Menge der Neben-
klassen ��ker 
� eine Gruppe. Diese hat Ordnung 
 und ist nach dem
Homomorphiesatz isomorph zu im 
� � 
����� mit der multiplikativen
Gruppenstruktur. Genauer: Die eine Nebenklasse ist der Kern selber, al-
so die Menge der Drehungen. Die andere Nebenklasse ist die Menge der
Spiegelungen (äquivalent dazu: die Menge der � � � mit Determinan-
te ��). Die Bedeutung der Gruppenstruktur von ��ker 
� ist folgende:
Schaltet man zwei Drehungen oder zwei Spiegelungen hintereinender,
entsteht eine Drehung. Schaltet man dagen eine Drehung und eine Spie-
gelung hintereinander, entsteht eine Spiegelung. �

Sei 
 ��
�
� � �
� �

� �
�
�� �
� �

��
(xi) Ist 
 eine Gruppe? Ist 
 kommutativ?

Lösung. Die Menge 
 ist eine kommutative Gruppe der Ordnung 
.
Diese Gruppe besteht aus der Identität und der Spiegelung �� um die
�-Achse. Alle Gruppen der Ordnung zwei sind kommutativ. �

(xii) Welche Nebenklassen hat 
 in �?

Lösung. Die Gruppe � hat Ordnung 	, die Untergruppe
 Ordnung 
.
Also folgt aus dem Satz von Lagrange, dass 
 vier Linksnebenklassen
in � hat. Wir berechnen:


 � ��
 � 
id� ��� � ���
 � ��
 � 
���� ��� �

����
 � ��
 � 
����� ��� ����
 � ��
 � 
����� ���

Die erste Identität folgt zum Beispiel aus der Rechnung:

��� Æ �� �
�
� ��
� �

� �
�� �
� �

�
�
�

� ��
�� �

�
� ���

Geometrisch bedeutet dies, dass die Spiegelung �� dasselbe ist wie eine
Spiegelung an der �-Achse (��), gefolgt von einer Drehung um �� Grad
gegen den Uhrzeigersinn (���). Die Rechtsnebenklassen sind:


 � 
�� � 
id� ��� �
��� � 
�� � 
���� ��� �


���� � 
�� � 
����� ��� 
���� � 
�� � 
����� ��� �

Daraus folgt, dass 
 kein Normalteiler in � ist. �

(xiii) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?

Lösung. Die Nebenklassen bilden keine Gruppe, da 
 kein Normal-
teiler ist. Die Verknüpfung ����
�����
� ist zum Beispiel nicht wohldefi-
niert. Nimmt man als Represäntanten dieser Nebenklasse das Element
���, so müsste das Produkt �����
� sein. Wird dagegen �� genommen, so
ist das Ergebnis �
�. �
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Aufgabe 7.2 (Verkleidungen). (8 Punkte)

Wir betrachten die folgenden Gruppen:

Æ �� � �����
.

Æ �� � �����
.

Æ �� � ���
 ����
.

Æ �� � ���
 ����
.

Æ �� � ���
 ����
.

Æ �	 � ���	 � �
.

Æ �� � ���� � �
.

Æ �� � ���
�
� �
.

Æ �� � ���� Æ
.

Æ �� � �GL����
� �
.

Entscheide, welche Gruppen isomorph sind, und gib jeweils einen Isomor-
phismus an oder einen Gegenbeweis. [Es sind deutlich weniger als 45 Fälle
zu betrachten, wenn man eine geeignete Einteilung vornimmt! Beispielsweise
muss man nicht jeden Isomorphismus explizit angeben, man kann ihn bei-
spielsweise als Komposition von anderen angeben.]

Lexikon. Ein Isomorphismus von Gruppen � und �� ist ein bijektiver Homomor-
phismus von � nach ��. Zwei Gruppen �, �� heißen isomorph (griech. gleich-
förmig), in Zeichen � �� ��, wenn es einen solchen Isomorphismus gibt. Zwei
isomorphe Gruppen haben in jeder relevanten Hinsicht dieselben Eigenschaf-
ten. Beispielsweise sind zwei isomorphe Gruppen immer gleich groß und bei-
de sind kommutativ oder keine. Ob allerdings die Elemente Äpfel oder Birnen,
schwarz oder blau oder grün sind, ist nicht relevant.

Lexikon. Die allgemeine lineare Gruppe GL��� 
 über dem Körper � besteht aus
den invertierbaren � 
 �-Matrizen, deren Einträge Elemente aus � sind. Die
zugehörige Operation ist die Multiplikation von Matrizen.

Lösung. Es handelt sich tatsächlich um nur vier unterschiedliche Gruppen:
Da sind einmal die vierelementigen Gruppen: ��

�� �	 und ��
�� ��. Die

letzteren haben kein Element der Ordnung �. Die übrigen Gruppen haben alle
sechs Elemente: ��

�� ��
�� ��

�� �� und ��
�� ��, aber letztere sind nicht

kommutativ. Die Argumente belegen schon alle Nichtisomorphien. Wir fassen
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die Antwort nochmal in folgender Tabelle zusammen:

�� �� �� �� �� �	 �� �� �� ��

�� � ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ���

�� � ���
�� �� ���

�� ��� ��� ���

�� � ��� ��� ��� ���
�� ��� ���

�� � �� ���
�� ��� ��� ���

�� � ���
�� ��� ��� ���

�	 � ��� ��� ��� ���

�� � ��� ��� ���

�� � ��� ���

�� � ��
�� �

Wir müssen nun noch ein paar Isomorphismen angeben:

��
�� �	. Beide Gruppen sind zyklisch und haben vier Elemente. Die Gruppe
�	 � 
�� 
� �� �� besitzt als einen Erzeuger die 
, da dieses Element die
Ordnung vier hat. Ein Isomorphismus ist wie folgt gegeben:

� �
�� �� �

�

	 �
� 	�� 
�

�

Wegen der Beobachtung ���� �
 � 
�
� mod � � �
� mod �
�
� mod �
 �
���
���
 ist � ein Homomorphismus. Man rechnet nun leicht nach, dass
dies ein Isomorphismus ist: Dies ergibt sich zu Fuß durch eine kleine
Wertetabelle:

�� � � � � 
 �

�
�

	 � 
� � 
 � �

oder beflügelt so: Die Funktion � ist injektiv, da für � �� � folgt 
� mod � ��

� mod � (sonst: 
��� mod � � �mod � und die Ordnung von 
mod � wä-
re kleiner als �). Auch ist � surjektiv: da 
mod � die Gruppe �	 erzeugt,
wird durch 
� mod � jedes Element getroffen.

Allgemeiner sind je zwei zyklische Gruppen gleicher endlicher Ordnung
isomorph. Jeder Homomorphismus von solchen Gruppen gleicher Ord-
nung, der zwei Erzeuger aufeinander abbildet, ist bereits ein Isomorphis-
mus.

��
�� ��. Beide Gruppen haben folgende Struktur: Die Ordnung ist vier, je-

des Element ausser der Eins hat Ordnung 
, und die Verknüpfung je
zwei solcher Elemente liefert das dritte. Folgende Abbildung ist also ein
Isomorphismus von �� � 
��� �
� ��� �
� ��� �
� ��� �
� auf �� � 
�� �� �� ��:

��� �
 	� �� ��� �
 	� �� ��� �
 	� �� ��� �
 	� ��

Es gibt insgesamt � � �� verschiedene Isomorphismen von �� nach ��.
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��
�� ��. Die Gruppe �� � ���� � �
 ist zyklisch der Ordnung �, etwa erzeugt

durch �, womit �� � ���. Hier funktioniert wieder, wie in Teil (a), die
Abbildung � 	� �� mod �, wobei � ein Erzeuger von �

�

� sei.

��
�� ��. Die Abbildung

� �
�� �� ��
 ���

�mod � 	�� ��mod 
� �mod �


ist ein Isomorphismus. Nach Aufgabe 6.2 sind �mod � 	� �mod 
 und
�mod � 	� �mod � Homomorphismen und damit auch � . Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es zu jedem �� � � � ein � � �mit � � �mod 

und � � �mod �, womit � surjektiv ist. Und für � � � � � folgt � � �,
sodass �mod � � � ist, womit � injektiv ist.

��
�� ��. Ein Isomorphismus ist durch die Vertauschung ��� �
 	� ��� �
 gege-

ben.

Aus den bisher gezeigten Isomorphismen folgen gleich eine Reihe weiter Iso-
morphismen. So folgt zum Beispiel aus ��

�� �� und und ��
�� �� auch

��
�� ��. Insgesamt erhalten wir die Isomorphismen ��

�� ��
�� ��

�� ��.

��
�� ��. Die Gruppe �� � �GL���� 
� �
 besteht aus allen invertierbaren 


-

Matrizen mit Einträgen in �� . Diese sind:

GL����
 �

�
� � �
� �

� � � � �
� �

� � � � �
� �

�

� � �
� �

� � � � �
� �

� � � � �
� �

�

�

Wir stellen fest, dass es sechs Elemente gibt. Wir haben hier mal mit
Maple die ganze Verknüpfungstafel ausgerechnet:

� � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

�

� � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

�
� � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

�
� � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

�
� � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � �
� � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � �

Wir lesen ab, dass � � �
� �

� � � � �
� �

� �� � � �
� �

� � � � �
� �

�, also ist GL���� 
 nicht kommu-
tativ. Ferner sind die Ordnungen � für die Identität, 
 für die drei folgen-
den und � für die letzten beiden Elemente. Das legt die Idee nahe, sich
entsprechende Elemente der �� zu suchen und das zu einem Isomorphis-
mus auszubauen. Beispielsweise können wir versuchen � �� � � �

� �
� und

��

 einander zuzuordnen und � �� � � �
� �

� und ��
�
. Da stimmen schon
einmal die Ordnungen. Natürlich muss dann automatisch � � �

� �
� � �� auf

��
�
� � ���

 abgebildet werden, damit es ein Homomorphismus wer-
den kann. Wenn wir so fortfahren, erhalten wir die Abbildung

� �
GL���� 
 �� ���

���� 	�� ��

���
�
�
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mit der Wertetabelle
� id �� ��� � � ��

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
� �

�

���
 �
 �
�
 ���
 ��

 ��
�
 ���

�

Wir müssen nun nachprüfen, dass es sich um einen Homomorphismus
handelt, dass also für alle Paare �� � � GL����
 die Gleichung ��� � �
 �
���
 Æ ���
 erfüllt ist. Zum Teil ist das schon nach Konstruktion so.

Wir können jedes Element in GL���� 
 als ���� schreiben. (Das prüft man
einfach nach.) Wichtig ist nun, dass

Æ die Elemente � und ��

 beide Ordnung zwei haben.
Æ die Elemente � und ��
�
 beide Ordnung drei haben.
Æ die Gleichung �� � ��� und entsprechend ��
�
��

 � ��

��
�
�

gilt. (Das zeigen die Gleichungen ���� � id und ��
�
��

��
�
��

 �
�
.)

Daraus ergibt sich tatsächlich schon alles: Ist � � ���� und � � ����,
dann ist � � � � ��������. Einerseits ist ���
 Æ ���
 � ������
������
 �
��

���
�
���

���
�
�. Andererseits ist im Fall � � � nun � � � � ����
�

und ��� � �
 � ������
�
 � ��

���
�
�
� � ��

���
�
���

���
�
� und
im Fall � � � folgt � � � � ��
����
� und ��� � �
 � ����
����
�
 �
��

�
���
�
��
� � ��

���
�
���

���
�
�. Damit ist � ein Homorphis-
mus. Und weil er offensichtlich bijektiv ist, sogar ein Isomorphismus.

Für die letzte Isomorphie ist der folgende Beweis viel eleganter, aber auch
schwieriger zu finden.

��
�� ��. Die Gruppe �� � �GL���� 
� �
 besteht aus allen invertierbaren 


-

Matrizen mit Einträgen in �� . Diese sind:

GL����
 �

�
� � �
� �

� � � � �
� �

� � � � �
� �

�

� � �
� � � � �

� �
� � � � �

� �
� � �

�

Jede dieser Matrizen repräsentiert einen Isomorphismus des � � -Vektor-
raumes � �

� auf sich selber. Die Elemente des Vektorraumes � �
� sind:

�� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � �

Insbesondere ist jede Matrix aus GL����
 eine Bijektion auf � �
� . Da eine

solche Matrix �� auf sich selber abbildet, induziert diese eine Bijektion
der Menge 
��� ��� ��� auf sich selber. Somit entspricht jeder Matrix aus
GL����
 eine Permutation einer Menge 
��� ��� ��� mit drei Elementen,
und so eine Permutation entspricht gerade einem Element aus ��. Expli-
zit kann der Isomorphismus wie folgt angegeben werden:

� � �
� �

� 	� �
� � � �
� �

� 	� �
�
� � � �
� �

� 	� ���


� � �
� �

� 	� ��

� � � �
� �

� 	� ��
�
� � � �
� �

� 	� ���

�

Man kann nun direkt nachrechnen, dass die Verknüpfung der Permuta-
tionen der Multiplikation der zugehörigen Matrizen entspricht. �
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Aufgabe 7.3 (Ordnung). (4 Punkte)

In einer Gruppe � sei ein Element � der Ordnung � � ord� gegeben. Zeige,
dass für � � � gilt

ord���
 �
�

ggT��� �

�

Tipp: Die Fälle � � � und ggT��� �
 � � aus der Vorlesung könnten hier helfen.

Lösung. Sei � �� ggT��� �
 und � �� ��.

Da � von � geteilt wird, folgt: ord � � ord�� � �ord�
�� � ��� (siehe Fall 1
der oben genannten Spezialfälle aus der Vorlesung.)

Weiter haben wir �� � ��	�. Wegen ggT��� �
 � � folgt jetzt aber ggT����� ���
 �
ggT�ord �� ���
 � �. Also folgt (siehe Fall 2 der oben genannten Spezialfälle
aus der Vorlesung),

ord���
 � ord���	�
 � ord � � ��� �
�

ggT��� �

�

und die Aussage ist bewiesen. �


