6. Musterlésung zu Mathematik fur Informatiker 11, SS 2004

MARTIN LOTZ & MICHAEL NUSKEN

Aufgabe 6.1 (Quadrismus). (7 Punkte)

Wir wollen untersuchen, was Quadrieren in den multiplikativen Gruppen Z,;
mit p prim bewirkt.

(i) Zeichne fur p = 11,13, 17 je einen Graphen: Zeichne fur jedes Element in
Z,; einen Punkt und von einem Element x € Z soll ein Pfeil zu dessen
Quadrat 22 zeigen. Ordne die Punkte dazu tbersichtlich an.

Losung. Wir verwenden wie auch fraher schon jeweils das symmetri-
sche Restesystem {0, +1,+2,..., ip—;l}. Fuar p = 11 erhalten wir folgen-
des Bild:
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Far p = 17 erhalten wir folgendes Bild:

O

(i) Markiere alle Punkte, an denen Pfeile enden. Zéhle zu jedem Punkt, wie-
viele Pfeile dort ankommen.

Losung. Die Punkte sind bereits oben in rot markiert. An jedem roten
Punkt kommen zwei Pfeile an. O

Betrachte nun allgemein die Quadrierungsabbildung
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far p prim.

(iii) Zeige, dass q ein Homomorphismus ist.
Losung. Dadie Gruppe Z,; kommutativ ist, haben wir
q(zy) = (zy)* = zyzy = zayy = 2°y* = q(z)q(y).
Daraus folgt dass ¢ ein Homomorphismus ist. O

(iv) Bestimme den Kern ker g von ¢ und dessen Anzahl. [Ein Polynom vom
Grad n hat in einem Korper — wie Z,, fur p prim einer ist — héchstens n
Nulistellen.]

Losung. Der Kern von q ist wie folgt gegeben:

kerq={z € Z; |2’ =1}
={zeZ|s*-1=0}



Das Polynom z?—1 hat in Z, hochstens zwei Nullstellen, also gilt # ker ¢ <
2.

Die Zahlen 1 und —1 sind Nullstellen von z? — 1 und beide in Z,, also
beide im Kern von ¢. FUr p = 2 sind sie gleich und es gibt sonst nicht
einmal andere Elemente, also hat ker ¢ hier genau ein Element. Fur p > 2
ist1# —1inZy, also besitzt ker ¢ in diesem Fall genau zwei Elemente. O

(v) Bestimme die Grolie # im g des Bildes von gq.
Losung. Aus der Definition des Bildes haben wir:
imq:{an;HxEZ;: a:xz}.

Flr ein a € Z, bedeutet ¢ € img, dass die Gleichung 2?2 —a = 0 eine
Losung besitzt. Ist z; eine Losung, so auch xy = —xy. Ist p > 2, so gilt
1 # —1in Z; und folglich auch z; # —z,. Da der Grad von 2?2 — 1 zwei
ist, gibt es keine weiteren Losungen.

Wir folgern: Fur p > 2 entsprechen jedem a € im ¢ genau zwei verschie-
dene Elemente =1,z € Z,;. Es gilt also (fur p > 2)

. #Z, p-1
#img= "0 ==~ O
Losung. Aus dem Homomorphiesatz folgt imq = Zx/kerq. Daraus
ergibt sich #imq = (#Z;)/(#kerq) = (p —1)/2. O
Aufgabe 6.2 (Verschiedene Moduln). (6 Punkte)

Betrachte folgenden Versuch einer Definition:
Sei f: Z,, — 7Z, die Abbildung mit f(a mod m) = a mod n.

(i) Wann ist das in Ordnung, wann ist die Abbildung wohldefiniert? [Un-
terscheide gegebenenfalls Falle und gib Gegenbeispiele bzw. Beweise.]

Losung. Das Problem besteht darin, dass wir etwa f(0modm) mehrfach
angeben, denn 0 modm = mmodm = (2m) modm und so fort. Wider-
sprechen sich die Werte, so haben wir keine sinnvolle Definition. Die Ab-
bildung ist also wohldefiniert, wenn fur verschiedene a, a’ mit gleichen
Argumenten, dh. amod m = o’ modm (d.h. « = ¢’ mod m) auch die ge-
winschten Werte gleich sind, also a mod n = ¢’ mod n (d.h. a = ¢’ mod n)
gilt. Wir unterscheiden zwei Falle:



(i)

(iii)

(iv)

(V)

nteiltm: a« = o' modm bedeutet m | a — o/, was wiederum n | a —
a’ und somit ¢« = o’ modn zur Folge hat. In dieser Situation ist f
wohldefiniert.

n teilt m nicht: Nimm a = 0, ' = m. Dann hatten wir nach unserer ,,De-
finition*: f(0modm) = 0modn und f(m modm) = m mod n. Aber
wahrend 0 mod m = m mod m gilt, haben wir 0 modn # m modn,
da n die Zahl m nicht teilt. Also ist f hier nicht wohldefiniert. O

Wann ist f ein Homomorphismus?

Lésung. Nimm an, m und n seien so, dass f wohldefiniert ist (sonst
kann f kein Homomorphismus sein!). Nun ist f ein Homomorphismus,
wenn f(amodm+bmodm) = f(amodm)+ f(bmodm) fur alle a,b € Z.
Wegen

f(a@amodm +bmodm) = f(a+ bmodm)
=a+bmodn
=amodn +bmodn
= f(amodm) + f(bmodm).

ist dies immer der Fall. O
Wann ist f surjektiv?

Lésung. Die Abbildung f ist surjektiv, wenn f wohldefiniert ist und
im f = Z,. Das ist immer der Fall, wenn f wohldefiniert ist. Denn fUr je-
des a mod n gibt es ein Element (ndmlich « mod m), welches auf a mod n
abgebildet wird. O

Wann ist f injektiv?

Losung. Die Abbildung f ist injektiv, wenn f wohldefiniert ist und es
zu jedem a mod n hdchstens ein e mod m gibt. Das ist genau dann der Fall,
wenn n. = m gilt. Denn dann ist f die Identitatsabbildung. Ist n # m,
dann sind 0 mod m und n mod m zwei verschiedene Elemente im Urbild
von 0 modn und f ist nicht injektiv. O

Wann ist f bijektiv?

Losung. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn f surjektiv und
injektiv ist. Nach Teilaufgaben (iii) und (iv) ist dies genau dann der Fall,
wenn n = m gilt. O



Aufgabe 6.3 (Zyklisch?). (5 Punkte)

Untersuche jeweils, ob die angegebene Gruppe zyklisch ist und gib gegebe-
nenfalls einen Erzeuger an.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(V)

5.
Losung. Diese Gruppe ist zyklisch der Ordnung 6 und ein Erzeuger ist
die 5. Dennin Z; gilt: 5 = 4,5% = 6,5 = 2,55 = 3,5% = 1. O
Zg.

Losung. Diese Gruppe ist nicht zyklisch. Um dies zu sehen, bestim-
men wir die Ordnungen der Elemente von Zg = {1,3,5,7}. Wenn kein
Element die Ordnung #Z; = 4 hat, kann die Gruppe nicht zyklisch sein.
Wir haben 32 = 1,52 = 1 und 72 = 1 in Z{, also hat jedes dieser Elemente
Ordnung 2 und kann kein Erzeuger von Zg sein. O

Tatséchlich ist Zg dieselbe Gruppe, wie H aus Aufgabe 6.4(iv), namlich
die sogenannte Kleinsche Vierergruppe Z, x Zs.

Zg .
Losung. Diese Gruppe ist zyklisch der Ordnung 6. Ein Erzeuger ist die
2.Dennin Z; gilt: 22 = 4,23 =8,24 =7,2°=5,20 =1, O
ZTO-
Losung. Diese Gruppe ist zyklisch der Ordnung 4, und ein Erzeuger ist
die 3. Denn: 32 =9, 3% = 7und 3* = 1. O
ZTI-

Losung. Diese Gruppe ist zyklisch der Ordnung 10 und hat als Erzeu-
ger die 2. Da nach dem Satz von Lagrange die Ordnung eines Elemen-
tes die Ordnung der Gruppe teilt, wissen wir: Wenn ord2 > 5, dann
ord2 = 10. Also reicht es die Potenzen der 2 bis 2° zu Uberprufen. Wir
haben 2?2 = 4 # 1,22 =8 £ 1,2 =5 # 1,2 = 10 # 1. Daraus folgt
ord 2 = 10 und wir schliessen, dass 2 die Gruppe Zj erzeugt. O



Aufgabe 6.4 (Permutationen). (5 Punkte)

Wir betrachten die Menge Aj aller Permutationen auf funf Elementen, die sich
als ein Produkt einer geraden Anzahl von Vertauschungen angeben lassen.

Fakt. o Jede Permutation o l&sst sich tatséchlich als ein Produkt von Ver-
tauschungen schreiben, und zwar sogar auf beliebig viele Arten.

o Wenn eine Permutation o sich als Produkt einer geraden Anzahl von Ver-
tauschungen schreiben lasst, dann Il4sst sie sich nicht als Produkt einer
ungeraden Anzahl von Vertauschungen schreiben und umgekehrt.

(i) Bestimme die Zykelschreibweise der Elemente (12)(23), (12)(23)(31)(41),
(12)(23)(31)(45) und (12)(23)(34)(45). [Achtung: Die Verknupfung von
Zykeln steht fur die Hintereinanderausfihrung von rechts nach links.]

Ldsung.
(12)(23) = (123),
(12)(23)(31)(41) = (14)(23),
(12)(23)(31)(45) = (23)(45),
(12)(23)(34)(45) = (12345) O

(if) Welche der Elemente (123), (1342), (13425) sind in A5 enthalten?

Lésung. o (123) = (12)(23), also ist (123) in A5 enthalten.
o (1342) ist nicht in A5 enthalten, denn (1342) = (24)(12)(13).

o (13425) ist in A; enthalten, denn (13425) = (51)(24)(12)(13) oder
(13425) = (13)(34)(42)(25).
O

(iii) Ist A5 eine Gruppe? Ist A kommutativ?
Losung. Aj; ist eine Gruppe:

o Die identische Abbildung () liegt in As;.

o Sind o4, oy Elemente aus As, so lassen sich nach Definition ¢, und
oy jeweils als VerknUpfung einer geraden Anzahl von Vertauschun-
gen schreiben. Also besteht auch o,0, aus einer geraden Zahl von
Vertauschungen und Aj; ist abgeschlossen unter der Verkntpfung.



(iv)

(V)

o Jede Vertauschung (i, j) ist zu sich selber invers: (i, j)(i,j) = e. Ist

0 = (i1,j1) Tt (iQs,jzs)

ein Element aus A;, so istdas inverse Element o ! = (iqg, jos) « -+ (i1, j1).
Dieses ist offenbar wieder in As, da die Anzahl an Vertauschungen
gerade ist.

Die Gruppe A; ist nicht kommutativ: (123)(234) = (12)(23)(23)(34) =
(12)(34), aber (234)(123) = (23)(34)(12)(23) = (13)(24) # (12)(34). O

Ist H = {(), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} eine Untergruppe von A;? [Der
Zykel () steht fur die identische Permutation.]

LOosung. Ja, H ist eine Untergruppe von As. Denn:

Das zeigt, dass H in A5 abgeschlossen ist, dh. das Produkt von je zwei
Elementen aus H ist wieder in H. Das neutrale Element ist nach Defini-
tion auch in H. O

Wir beobachten hier tibrigens, dass H sogar kommutativ ist.

Es ist ferner nitzlich festzustellen, dass H genau die Elemente o von
Ay (eine echte Teilmenge von As) enthélt, deren Quadrat die identische
Permutation ist, fur die also o2 = () gilt.

Tatséchlich ist H die sogenannte Kleinsche Vierergruppe Z, x Zs.

Ist H ein Normalteiler in A5?

Losung. Die Untergruppe H ist kein Normalteiler in A;. Wéare H ein
Normalteiler, musste fur jedes o € A5 gelten: o H = Ho. Nimm o = (345).
Wegen (345) = (34)(45) liegt o in A5 (im allgemeinen sind Dreierzykel
immer Produkt von zwei Vertauschungen). Wir berechnen nun Ho:

(12)(34)(345) = (12)(45)
(13)(24)(345) = (13245)
(23)(14)(345) = (14523).

Nun ist aber o(12)(34) = (345)(12)(34) = (12)(345)(34) = (12)(35) ¢ Ho,
also ist H kein Normalteiler. O



(vi)

Losung. Die Untergruppe H ist kein Normalteiler in A;. Wéare H ein
Normalteiler, misste fur jedes o € A; gelten: cH = Ho. Insbesondere
muss fur alle 0 € As; und h € H also ho € oH oder oc=*ho € H gelten.
Nimm o = (345) € As und h = (12)(34) € H. Dannist 0! = (354)
und o tho = (12)(35). Aber das ist nicht in H und damit ist H kein
Normalteiler. O

Ist A5 ein Normalteiler in S5?

Losung. Ja, A; ist ein Normalteiler von S5. Wir wollen zeigen: FUr jede
Permutation o € S; gilt 0 A5 = Aso. FUr o € Aj ist dies klar, denn da A;
eine Gruppe ist, gilt 0 A5 = As. Sei also o € S5\ A5. Wir behaupten: 0 A5 =
Aso = S5\ 45, d.h., jede ungerade Permutation ensteht durch Zusammen-
setzung von ¢ mit einer geraden Permutation von rechts oder links. In
der Tat, sei o’ eine beliebige ungerade Permutation. Dann ist 0~!¢’ € A5
(da ungerade und ungerade gerade gibt) und ¢’ = o(0c7'0") € 0 A5. Ana-
log zeigt man ¢’ € Aso. O

Losung. Ja, A; ist ein Normalteiler von Ss. Wir beweisen die Aussage,
indem wir As als Kern eines Homomorphismus identifizieren, denn nach
einem Satz aus der Vorlesung folgt, dass der Kern eines Homomorphis-
mus ein Normalteiler ist. Betrachte die Abbildung

55 — {+1, —1},

sgn: -1, fallso € S5\ 4s,
o —
+1, fallso € As.

Betrachte {+1, —1} als multiplikative Gruppe mit +1 als neutralem Ele-
ment. Die Abbildung sgn ist ein Gruppenhomomorphismus: sgn(o;0,) =
sgn(oy) sgn(os). Dies l&sst sich einfach Uberprifen, indem die moglichen
Falle (z.B. 01,0, beide gerade/ungerade) untersucht werden. Der Kern
dieses Homomorphismus ist aber genau A;, woraus insbesondere folgt
dass A; ein Normalteiler in Sj ist. O

Bemerkung: Man kann die Elemente der S5 auch als Permutationsmatri-
zen darstellen: zu einer Permutation o gehort dabei die Matrix S, mit
Eintrédgen 0 und 1, wo genau an den Positionen (o (i), i) eine Eins steht,
der i-te Einheitsvektor e; im R®> wird also auf e(;) abgebildet. Die Abbil-
dung S; — GL;5(R), o — S, ist ein Gruppenhomomorphismus. (Prufe
das!)

Wenn man nun hier die Determinante, die ein Gruppenhomomorphis-
mus von GL;5(R) nach R* ist (es gilt also det(AB) = det A - det B), an-
schlief3t, so erhdlt man die obige Funktion sgn, die nun als Komposition
zweier Gruppenhomorphismen ein ebensolcher sein muss.



