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Aufgabe 8.1
(i)
™7 - Bx"6 + 3x"2 + 1) : (X2 +1) = x5 - 5xM - X3 + 5x"2 + X - 2 Rest
X7 + X5
- 5x"6 - xn5 + 3x"2 +1
- 5x”"6 - 5x™M
- X5 + 5x™M + 3x"2 + 1
- xX"5 - X3
5x™M + x~3 + 3x/2 + 1
5x"N4 + 5x"2
XN3 - 2x"2 + 1
X3 + X
-2xM2 - x +1
- 2xX"N2 -2
-x +3
(ii)
(x"6 +2) - (X2 +x+1) = xM -x"3+x-1
X6 + x5+ x™M
- x5 - x™M + 2
- X5 - xM - X3
X3 + 2
X"3  + xN2 X
- XN2 X + 2
- XN2 x -1
3=0mod 3
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(iii)
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(x~10 -1 - (xM-1) = xXN6 + x™N2 Rest Xx"2 + 2
XNM0 - xX™6
X6 -1
X6 - X2
X"N2 -1 =x"2 +2 mod 3
(iv)
(x"5 + X 2) : (X3 +3x -1) = x2 -3 Rest x”"2 + 10x - 5
XN5  + 3xN3 - xN2
- 3XN3 + X2+ X 2
- 3x"3 - 9 3
xXN2  + 10x 5
v)
I r-I Si ti qi
1| x' =5x*+3x?+1 1 -
2 x?+1 0 1 X =5x* = x* +5x% + x—2
3 -Xx+3 1 —X°+5x* + X —5x2 —x+2 -X-3
4 10 X+3 | —x*+2x°+16x* —2x* -16x2 —x—7 -
MebeMenPoannesdembﬁmnm,anggT(&b)zl
(vi)
| f Si t; q;
1 x° -1 1 0 -
2 x* -1 0 1 X% + x?
3 x? -1 1 —x® —x? x?+1
4 0 -x2-1 X+ xE+x+x2+1 -
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Aufgabe 8.2
0} Zu zeigen: deg(r,,,) <deg(r), furl<i<1

Induktionsanfang: deg ( I’l) =deg (b)
deg(r,)=deg(a—(a quob)-b)=deg(a remb)

Induktionsvor.:  deg(r,) <deg(r,)
deg(r;,,) <deg(r)
Induktionsschritt: 1 —i+1
deg(r,,)=deg(r, remr,,)

Nach IV giltr,, <, danngiltauchr_, <,

i+1

(ii) Nach i giltdeg (T, ) < deg(r,). AuRerdem ist bekannt, dass deg (r,) =b . Der Algorith-
mus hat also nach spatestens b Schritten den Grad1bzw. nach b +1 Schritten den Grad 0 .
IstggT(a, b) =1, so wird dieser spatestens in diesem Schritt gefunden.

Der Algorithmus terminiert also nach héchstens deg (b) +1Durchlaufen.

(i)  Zuzeigen: g=0gT(r,r,;)=09T(a,b), furale0<i<I
Induktionsanfang: 1=0
99T (r,.1,)=09T (a,b) (wahre Aussage, daf, =aundr, =b)
Induktionsschritt: 1 —>1+1
99T (FssFez) = 09T (Fss Ty Qi)
Mit ggT (a,b) = ggT (b,a—b)folgt
99T (%1 5,2) =99T(air,5.)
= 99T (1, 1is)

LV.
=ggT(a,b)

(iv) Zu zeigen: I, =Sa+tbundg=sa+tb, furale0<i<lI

Induktionsar;fang: i=0
r,=1.a+0-b=a
Induktionsschritt: 1 —i+1
Fg =G~ Gl
=(s,a+t_b)—q (sa+th)
=(s.a+tb)-gsa+qtb
=s,,a—saq, +t_b—tbo,
=a(s,—-s0)+b(t, -ta)
=a-s,;+b-t,
=r =sa+th
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(v) Zu zeigen ggT(a,b) =1=sa=1modb
99T (a,b)=sa+tb=1
=1l=sa+th
= -th=sa-1
=b|(sa-1)
= sa-1=0modb
= sa=1modb
Aufgabe 8.3

0] Beweis durch Widerspruch:
Annahme: Sei f = aX+ fzerlegbarin f =g-h

Aufgrund der Abgeschlossenheit (Bedingung fiir einen Kérper) folgt aus g € Fundh € IF,
dass auch g -h € Fist. Aber f ist aIsIF[X] inlF.

Also muss f = aX+ Sirreduzibel sein.
(i)
4 2 2 2 . . . . .
(iii) X" +2X +1= (X +l) hat in R[X] keine Nullstellen. (Nullstellen mC[X] sind X,,, = i)

(v  feF[x]mitdeg(f)=2vdeg(f)=3istzerleghar< f besitzt eine Nullstelle in F
. ¢
fe F[X]mitdeg( f ) =2v deg( f ) = 3ist zerlegbar
= f =g-hmitg,h e F[x]unddeg(g)~+deg(h)=def (f)
= Betrachtung von zwei Fallen:
1. deg(f)=2:deg(g)=deg(h)=1
2. deg(f)=3:deg(g)+deg(h)=3
= deg(g)=1ndeg(h)=2vdeg(g)=2ndeg(h)=1
Aus den beiden Fallen folgt, dass mindestens eine Zerlegung den Grad 1 hat und so-
mit die Zerlegung die Form(X—a) hat, also hat f mindestens eine Nullstelle in[F .

o &
f besitzt eine Nullstelle in[F = f (X) =0 (X) . (X - a) = f ist zerlegbar.

g (X) hat Grad 1 oder 2.
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a | B |7V | X+ax’+px+y Nullstelle(n)
o Jo Jo |¥ £(0)=0
0 |0 |1 | x¥+1 f(1)=2=0inF,
0 1 0 X3 + X f(l)zZinanundf(O)zo
0 1 1 ¥+ X+1 Irreduzibel
1 o |0 | x¥+x f(1)=2=0inF,und f (0)=0
1 0 1 X3+ %% +1 Irreduzibel
1 1 0 X3+ X2+ X f(O)ZO
1 1 |1 | ®+x2+x+1 f(1)=4=0inTF,
(v) Jedes Polynom z vom Grad d >1ist also nicht irreduzibel und hat d Nullstelen (laut iv).
Klammert man nun einen Nullstellen-Linearfaktor, so erhalt man ein Polynom mit
Gradd —1. Somit lasst sich jedes Polynom als d Linearfaktoren schreiben.
Induktionsanfang: deg(z) = 2 : Hat eine Nullstelle; ist nach iv als Produkt aus 2 Linear-
faktoren scheibbar
Induktionsschritt:  d —d +1
Gradd +1: d +1Linearfaktoren
Ein Polynom mitdeg (Z) +list nach dem Fundamentalsatz der Algeb-
ra nicht irreduzibel und hat also nach iv eine Nullstelle.
= Polynom mitdeg (Z) +1=Polynom
LV.
mitdeg (z)+ Nullstelle als Linearfaktor = deg( z) Linearfaktoren + 1 Linearfaktor.
|
Aufgabe 8.4
® Annahme: die Funktion sei reduzibel (d.h. Produkt aus Linearfaktoren):
x® + X +1hat Nullstellen, aber:
f(0)=1+0 (keine Nulistelle)
f(1)=3inF, =1#0 (keine Nullstelle)
also nicht reduzibel = irreduzibel.
(i) Polynomdivision mit Rest durch f (X) XX+ X+1:
deg( f(x))=3
mogliche Reste: alle Polynome aus [, mit Grad kleiner als X+ x+1
deg( f(x))=0:01
deg( f(x))=1: a+L,a+0
deg(f(x))=3:a*+a+la’+a+0,a’+0,a*+1
Aiso: F, ={0,1,a*,a* +1,a° +a,a” +a+1,a,a+1}
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1
" « a(a’+a+l)=a’+a’+a=a’+1lmod(a*+a+1),
denn X’ + X* + X = (x* +x+1)1+ x* -1, abera’ —~1=a’ +1mod (a* +a+1)
weil-1=1inT,
« a’(a’+a+l)=a'+a’+a’=1mod(a’+a+1),
dennX4+X3+X2:(X3+X+1)(X+l)—2X—1aber—2a—151mod(a3+a+1)
weil-1=1A2a=0ainT,

vgl. v

e at=a’ za2+1mod(a3+a+1), denn x° :(x3+x+1)(x3—x—1)+ X2 +2X+1,

aber2a =0aink,

(iv) [F; ist ein Korper, denn:
e Fur die Multiplikation ist [y eine Gruppe (abgeschlossen, inverses Element (vgl. vi),

neutrales Element, assoziativ)
e Fur die Addition istIf; ebenfalls eine Gruppe (abgeschlossen, inverses Element (vgl.

vi), heutrales Element, assoziativ)

(v) z=ax+b, a,bekl,
mittels Pascal’'schem Dreieck ergibt sich:
72" =a'x" +7a%x°® + 21a°b?x® + 35a*b*x* + 35a°b*x® + 21a’h°x* + 7ab®x + b’
wegena® =a,b' =binT,:
= ax’ + 7abx® + 21abx® + 35abx* + 35abx® + 21abx? + 7abx +b

=ax’ +abx® + abx’ + abx* + abx® + abx* + abx +b
weiteres Umformen mit Polynomdivision fuhrt zu:

=a-+ab(x* +1)+ab(x* +x+1)+ab(x* +x)+ab(x+1)+abx* +abx+b

= a+4abx® + 4abx +3ab+b

z'=a+3ab+b

a | b |3abinF, |a+3ab+b
0 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 1

1 1 3=1 3=1

Fallsa=0Ab=0giltz® =1
(vi) Zu zeigen: 21 =2%fiirz 20
2°=7"mod(x° + x+1) erweitert mitz : 2’ slmod(x3 + x+1) nach iv

(vii) Zgist kein Korper, da es nicht einmal im Integritatsbereich ist, da es noch andere Nulltei-
ler gibt aul3er 0, z.B. 4.
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