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Aufgabe 7.1

0

(ii)

(iii)

(iv)

Created

Eine invertierbare Abbildung X —> M o die Q in sich abbildet, muss natirlich injektiv sein.
DaQ aber endlich ist, muss sie dann auch surjektiv sein, also permutiert sie Q .

Wir wahlen zwei benachbarte Punkte und halten diese Fest.
Punkt 1 fest:

w {(3)
=t )

Daraus ergeben sich die Gleichungen:

a-(-1)+b=-1
c-(-1)+d=1

Punkt 2 fest:

{6
e

Daraus ergeben sich die Gleichungen:

a+b=1
c+d=1

01

Eine lineare Abbildung, die die erste und zweite Ecke unverandert lasst, ist also die iden-
tische Abbildung. Also kann keine Symmetrie, die erste und zweite Ecke festhalten und
gleichzeitig die dritte und vierte Ecke vertauschen.

Somit ist beispielsweise ( R.R,P, PS) eine Permutation der Eckenmenge Q , die nicht

10
Aus den 4 Gleichungen erhalt manM = ( J =E.

durch G abgebildet werden kann.
G ={id, Ry, Rigy» Ry7: S1, S, S5, S, } mit R : Rotationen und S : Spiegelungen

G ist eine Gruppe, da folgende Eigenschaften erfiillt sind:
e Abgeschlossenheit:
Hintereinanderausfiihrung ist linear und bildet Q in sich ab.
e Assoziativitat:
¢ Neutrales Element:
. (10
Die Identitat 0 1 ist das neutrale Element.

e Inverse:
Die Inverse zu M ist auch linear und bildet wegen (i) auch Q in sich ab.

G ist nicht kommutativ., da Matrixoperationen nicht kommutativ sind.
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(v) Die Identitat hat die Ordnung 1, die Rotationen die Ordnung 4 und die Spiegelungen die
Ordnung 2.

G ist nicht zyklisch, da kein Element die Ordnung 8 hat.

(vi) d1 ist kein Homomorphismus (Gruppenoperation Addition), da die Bedin-

gung f (xoy)= f(x)e f (y)nicht erfllt ist.

m m n n
Bewies: det(Ml'M2)=det£( 11 12)( 11 12D
My My Ny Ny

— det [( mllnll + m12 n21 m11n12 + rannZZ j)
m21nll + m22 n21 m21n12 + m22n22

=det(M,)-det(M,)+m,n,, +n,m,, -m,n,, —n,m,

d, ist ein Homomorphismus (Gruppenoperation Multiplikation), da die Abbildung wohlde-

finiertist und f (xoy)=f(x)o f (y)ail.

m m n n
Beweis: det(Ml-Mz):det[( 1 12)( 11 12D
My My N,y Ny

— det (mllnll + m12 n21 mlln12 + m12n22 ]
m21nll + m22 n21 lean + m22n22

= (m11m22 —my,My, ) ) (nlln22 - n12”21)
=det(M,)-det(M,)

d3 ist ein Homomorphismus (Gruppenoperation Multiplikation) , da die Abbildung wohlde-

finiert ist und f (xoy) = f (x)o f (y)ail.

e (5 ) (i (G 5
RS

=1=1

d4 ist kein Homomorphismus, da die Abbildung nicht wohldefiniert ist. Istdet(l\/l ) =-1,
so befindet sich dieser Wert nicht im Wertebereich der Abbildung.
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ker(dz) sind alle Elemente, die auf das neutrale Element abgebildet werden. Da ein Ho-
momorphismus nur mit der Gruppenoperation Multiplikation vorliegt, ist also

ker(d,)={xeG|det(x)=1}

wio)-{[3 (2 ) A(C )

im(dz) sind alle Elemente, die durch die Abbildung getroffen werden. In diesem Fall ist
also im(dz) = {1, —1} .

ker(dz) ist eine Gruppe, da sie

1 0
e ein neutrales Element besitzt: (0 1)

_ -1 0y (1 0
e abgeschlossen ist (z.B. = )
0 1 01

e assoziativ ist.

1
ker(dz) ist zudem zyklisch, da ein erzeugendes Element ({ Oj) mit der Ordnung 4

vorhanden ist.

AuRerdem ist ker (d, ) kommutativ.
Die erste Nebenklasse istker (d, ) selbst:

wllo 2 S6 DG o)

Gruppenordnung _ 8 _ 5
Ordnung der NK 4

In G gibt es 2 Nebenklassen, wegen

Die zweite Nebenklasse ist:
-1 0 1 0 01 0 -
NKZ = y y Il
0 -1){0 -1){1 0){-1 O
In (vii) wurde bereits gezeigt, dass ker(dz) eine Gruppe ist, somit ist auch NK, eine

Gruppe.
NK, ist keine Gruppe, da sie kein neutrales Element besitzt.

NK;, ist ein Normalteiler, da nur zwei Nebenklassen existieren und eine Nebenklasse der

Kern selbst ist. Da NK, kommutativ ist (vgl. (vii)), gilt gU =Ug .
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(xi) H ist eine Gruppe, da sie
e Abgeschlossen ist:

G- O
[0 36 2

e Assoziativ ist (Matrixoperationen sind assoziativ)

1 0
e Ein neutrales Element besitzt((O J)

-1 0
H ist zyklisch, das Erzeugende Element ist<( 0 1j> .

H ist auBerdem kommutativ:
-1 0\(1 O B 1 0)(-1 O
0 1/l0 1) (o 1)l0 1
. 8
(xii) G hat genauE = 4 Nebenklassen.

Fur jedes Element g € G gibt es eine Nebenklasse gH , die g enthalt. Somit gibt es fol-
gende Nebenklassen:

O
w5 e S
w2 25 )
w6 )

(xiii) Da nur NK| das neutrale Element enthélt, kénnen die anderen Nebenklassen keine Grup-

pe bilden.
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Aufgabe 7.2

G, =(Z,,+)=({0,1,2,3} ,+)
Gruppenordnung: 4
Zyklisch: Ja

Erzeugende Elemente: <1>,<3>

Element 0 1] 2

3
Ordnung 114 |2 4

G, =(Z+)=({0,1,2,3,4,5},+)

Gruppenordnung: 6

Zyklisch: Ja
Erzeugende Elemente: <1>,<5>
Element 0|12 |3 |4]|5
Ordnung 1163|236

G, =(Z,xZ,,+)=({(0,0),(0,2),(1,0).(L1)},+)

Gruppenordnung: 4
Zyklisch: Nein
Erzeugende Elemente: keine

Element (0, O) (0,1)

(10)

(L1)

Ordnung 1 2

2

2
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G; =(Z,xZ3,+)=({(0,0),(0,1),(0,2),(10),(11),(L 2)},+)

Gruppenordnung: 6
Zyklisch: Ja

Erzeugende Elemente: (<1 1>)(<1 2>)

Element (0, O) (0,1)

02)

(10)

1)

12)

Ordnung 1 3

3

2

6

6

G, =(Z5xZ,,+)=({(0,0),(0,2),(1,0),(11),(2.0).(2.1)},+)

Gruppenordnung: 6
Zyklisch: Ja
Erzeugende Elemente: ( 1,1>),(<2,1>)
glement | (0,0) | (02) | (10) [ 1) | (2.0) | (2.)
Ordnung 1 2 3 6 3 6
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G =(Z5.)=({L2.3,4},")

Gruppenordnung: 4
Zyklisch: Ja
Erzeugende Elemente: <2>,<3>
Element 1|12)| 3] 4
Ordnung 1141412

Gs =(Z;,)=({12.3,4,5,6},)

Gruppenordnung: 6

Zyklisch: Ja
Erzeugende Elemente: <3>,<5>
Element 112 |3]4]|5]|6
Ordnung 1 13|63 ]6]2

G, =(Z;.-)=({L35.7}.")

Gruppenordnung: 4

Zyklisch: Nein
Erzeugende Elemente: keine
Element 1135 ]7
Ordnung 112122

Gy =(Ss.2) =({(128),(132),(12),(13) (23)} <)
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Gruppenordnung: 6
Zyklisch: Nein
Erzeugende Elemente: keine
Element | id | (123) | (132) | (12) | (13) | (23)
Ordnung 1 3 3 2 2 2

G, :(GLZ(IE‘Z),-):H[

Gruppenordnung: 6
Nein
Erzeugende Elemente: keine

Zyklisch:

1 0)(1
0 1)'\0

N(1 0
1)'\1 1

)G

it

1) (1 1
0)'l1 0

|

g

Element

|

01
10

|

01
11

10
01

|

10
11

|

|

11
01

(

11
10

|

Ordnung

2

3
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Nach Uberpriifung der oben angegebenen Eigenschaften, konnen nur noch folgende Isomorphismen
vorliegen:

bernhard dietrich

G, G, G, G, G, G, G, G, G, G,
G, = 2 2 e 2 = 2 2 2 e
G, ¥ = 2 = ~ ¥ = 2 2 e
G, 2 2 = 2 2 2 2 = 2 e
G, ¥ = 2 = = ¥ = e 2 e
G, ¥ = ¥ = = e = 2 2 e
G, = ¥ ¥ 2 2 = 2 2 2 e
G, ¥ = 2 = = ¥ = 2 2 e
G, e 2 = * e * 2 = # *
G, e 2 * * * 2 2 * = =
G, 2 2 2 2 2 e 3 2 = =
e Zyklische Gruppen mit 4 Elementen
- G, =G
"X 2*mod5

e Nicht-zyklische Gruppen mit 4 Elementen
G,—>G,

9 :(x, y) > (5°-3')mod8

e Zyklische Gruppen mit 6 Elementen (Jeweils eine isomorphe Abbildung, aufgrund der Bijekti-
vitat lassen sich alle anderen Abbildungen durch Komposition der angegebenen finden)

_ G -G,
x> (xmod 2, xmod 3)
G, —>G,
X, y) - (y,%)
- G, =G
5y > 3 mod7

0,

94:(
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e Nicht-zyklische Gruppen mit 6 Elementen
G, = G

( )fallsx:(; 2]
(23) fallsx:{é 3
|

10
13) falls x =
(13) falls x (11

g :
X

(12) falls x = [2 éj

(123) falls x =

(132) falls x =

Aufgabe 7.3

Zu Zeigen: Ord (Xe) = ﬁae), fure e N

Xord(x) 1= (Xe )ord(xe)

f-ord(x) Xe-ord(xe)

=X
Da die Basen gleich sind, betrachten wir die Exponenten:

f-ord(x):e-ord(xe)

f
=ord(x®)=—-ord(x
(x*)=—--ord (x)
Gemal Definition der Ordnung (minimal und ganzzabhlig) gilt:

ord (x)
d(x®)=
o (X) ggT (e,ord (x))
a
=ord(x*)=——
( ) 99T (e, a)
Die beiden Fallee |aund ggT (e, a) =1lliefern:
e gla
a a
d(x*)=———F—=—
ord (x') ggT (e,a) e
« ggT(ea)=1
a a
d € = = —=
ord (x°) woT(ea) 1 a
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