7. Ubungsblatt zu Mathematik fur Informatiker 11, SS 2004

JOACHIM VON ZUR GATHEN & MICHAEL NUSKEN

Abgabe bis Montag, 21. Juni 2004, 122 Uhr
in den jeweils richtigen Kasten auf dem D1-Flur.

Aufgabe 7.1 (Symmetrien). (15 Punkte)

Sei Q= {[1].[X].[7'].[Z1]} C R? die Menge der Ecken eines Quadrates.
Wir betrachten die Menge

G := {M € R?*?

M invertierbar,
VeeQ: M-x€Q

(1] [ 4]
der Symmetrien des Quadrates mit der Multiplikation von Matrizen als Ope-
ration.
(i) Zeige, dass jedes Element M von G die Eckenmenge @) permutiert, also
bijektiv auf sich selbst abbildet.

(i) Gib eine Permutation der Eckenmenge () an, die hierbei nicht vorkommt.

(iii) Erstelle eine Liste aller acht Elemente von G.

(iv) Ist G eine Gruppe? Ist G kommutativ?

(v) Bestimme fur jedes Element seine Ordnung. Ist G zyklisch?

(vi) Betrachte die Abbildungen

g G — R, . G — RX,

"M — detM, 2 M —s detM,

da: G — {17_]—}7 di: G — R>07

3 M +—» detM, M —s detM

Wodurch wird ein Homorphismus von (welchen) Gruppen definiert und
wodurch nicht? [Jeweils mit Begriindung.]

(vii) Bestimme den Kern ker d, und das Bild im dy von ds.
(viii) Ist kerds eine Gruppe? Ist ker d, kommutativ?

(ixX) Welche Nebenklassen hat ker ds in G?



(x) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?

sei /= {[§¢],[5' 1]}
(xi) Ist H eine Gruppe? Ist H kommutativ?
(xii) Welche Nebenklassen hat H in G?

(xiii) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?

Aufgabe 7.2 (Verkleidungen). (8 Punkte)
Wir betrachten die folgenden Gruppen:

o Gy = (Za, +). o G5 = (Z5,").
o Gy = (Zg,+). o Gg=(Z7,").
o Gy = (Zy x Lo, +). o Gr = (Zg,).
o Gy = (Zy x Z3,+). o G = (853,0).
o Gy = (Z3 x Ly, +). o Gy = (GLz(F2),)

Entscheide, welche Gruppen isomorph sind, und gib jeweils einen Isomor-
phismus an oder einen Gegenbeweis. [Es sind deutlich weniger als 45 Falle
zu betrachten, wenn man eine geeignete Einteilung vornimmt! Beispielsweise
muss man nicht jeden Isomorphismus explizit angeben, man kann ihn bei-
spielsweise als Komposition von anderen angeben.]

Lexikon. Ein Isomorphismus von Gruppen G und G’ ist ein bijektiver Homomor-
phismus von G nach G'. Zwei Gruppen G, G’ heiRen isomorph (griech. gleich-
férmig), in Zeichen G = G’, wenn es einen solchen Isomorphismus gibt. Zwei
isomorphe Gruppen haben in jeder relevanten Hinsicht dieselben Eigenschaf-
ten. Beispielsweise sind zwei isomorphe Gruppen immer gleich grol3 und bei-
de sind kommutativ oder keine. Ob allerdings die Elemente Apfel oder Birnen,
schwarz oder blau oder griin sind, ist nicht relevant.

Lexikon. Die allgemeine lineare Gruppe GL,,(F') Uber dem Kérper F' besteht aus
den invertierbaren n x n-Matrizen, deren Eintradge Elemente aus F sind. Die
zugehorige Operation ist die Multiplikation von Matrizen.

Aufgabe 7.3 (Ordnung). (4 Punkte)

In einer Gruppe G sei ein Element = der Ordnung a = ord z gegeben. Zeige,

dass flr e € N gilt
a

99T (e, a)’
Tipp: Die Félle e | a und ggT(e, a) = 1 aus der Vorlesung kdnnten hier helfen.

ord(z®) =
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Mundliche Aufgabe 7.4 (Symmetrien).

1 1 1 1
H _ 1 5} Y 71 I 5 2 -
Sei S = {[0], [;\2/3] , [;\;ﬁ] ot [5\2/3] , [;ﬂ]} C R? die Menge der
Ecken eines regelmaRigen Sechsecks. Wir betrachten die Menge

G := {M € R2*x?

M invertierbar,
VeeS: M-z€S

der Symmetrien des Sechsecks mit der Multiplikation von Matrizen als Ope-
ration.

(i) Zeige, dass jedes Element M von G die Eckenmenge S permutiert, also
bijektiv auf sich selbst abbildet.
(ii) Gib eine Permutation der Eckenmenge S an, die hierbei nicht vorkommt.
(iii) Erstelle eine Liste aller Elemente von G.
(iv) Ist G eine Gruppe? Ist G kommutativ?
(v) Bestimme fur jedes Element seine Ordnung. Ist G zyklisch?

(vi) Betrachte die Abbildungen

d_G—>R, d_G—>]R><,

"M —s detM, 2 M —s detM,

e G — {1,-1}, i G — Ry,

3 M —s detM, M —s detM

Wodurch wird ein Homorphismus von (welchen) Gruppen definiert und
wodurch nicht? [Jeweils mit Begriindung.]

(vii) Bestimme den Kern ker d, und das Bild im dy von ds.
(viii) Ist ker dy eine Gruppe? Ist ker do kommutativ?
(ix) Welche Nebenklassen hat ker d, in G?

(x) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?



Sei i := {[3 91, [ " 1]}

(xi) Ist H eine Gruppe? Ist H kommutativ?
(xii) Welche Nebenklassen hat H in G?

(xiii) Bilden diese Nebenklassen eine Gruppe? Wenn ja, welche?

Mundliche Aufgabe 7.5 (Verkleidungen).

Wir betrachten die folgenden Gruppen:

o Gy = (Zg,+). o G19 = (Sym(Funfeck), o) analog
Aufgabe 7.1.

G = [0.(1239), (13)(24), (1432),
o= {(12)(34), (14)(23), (13), (24) }

(15432), (25)(34), (13)(45),

(
(
(
(
o Gy = (Zs X Lo, +). G {(), (12345), (13524), (14253),}.
( (15)(24), (12)(35), (14)(23)
(
(
(

o Go = (Z1),") o Gi13 = (Ay4,0), die Untergruppe
o Gr=(Z%,"). der gerad_e;n Permutationen aus
Sy (siehe Ubungsblatt 6).
o Gy = ZTB? )
o Gy = (Sym(Quadrat),o) wie G o G14 = (Sym(Sechseck), o) wie G
in Aufgabe 7.1. in Mundliche Aufgabe 7.4.

Entscheide, welche Gruppen isomorph sind, und gib jeweils einen Isomor-
phismus an oder einen Gegenbeweis. Lexikon. Siehe Aufgabe 7.2.

Mundliche Aufgabe 7.6 (Ordnung).

Die Ordnung x eines Elementes einer Gruppe G ist ja bekanntlich der kleinste
positive Exponent e € N5y mit z¢ = 1. Andererseits erzeugt ein Element
z nun aber auch die Untergruppe (z) = {...,z 2,27 ',2% z',z%, ... } von G.
Nach dem Satz von Lagrange ist deren Ordnung ein Teiler der Gruppengrolie

#G.

(i) Zeige, dass z°9% = 1, gilt.
(if) Zeige, dass # (x) = ord z.

(iii) Zeige, dass die Ordnung ord z ein Teiler der Gruppengrolie #G ist.



