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(iii) Unter der Voraussetzung, dass die Operation ,Mal“ in pr kommutativ ist, gilt:
q(ab)= (ab)2
=abab
=aabb
=a’b?

=q(a)q(b)

(iv) kerq:{XEZXplq(x)zl}
2 _
:{XEZXp | x* =1mod p}
2k _
={xeZ}|x* =1mod p}
Da Z/, eine zyklische Gruppe ist, folgt
JaeZ; mit
7, = {a,az,..., ap’l} und es gilt
a“#1 mod p firalle 1<k < p—1 sowie nach dem kleinen Satz von
Fermata=1modp .
Es muss somit unterschieden werden zwischen2 | p—1und2 | p—1.
1.Fall: 2| p-1,undsomit p—1=2-d mitd eZ.
EsfolgtZ}, ={a,a’,..,a",..,a",..,a""}
und daraus:
a¥=a"'=1modp, a® =a""Y=a"* mod p
Daraus folgt# ker g = 2, da gemaR dem zweiten Fall alle anderen
Fallea 1 modp.
2.Fal: 2f/p-1
Esgelted" e Z mitl<n< p-1.
a® =1mod p
Aus ) folgt p—1|2n.
a’"=a""modp
Da wir voraussetzen, dass2 | p—1, muss gelten p —1| n und wegen
1< n < p—1folgt schlieRlichn = p—1und somitker q = {1} und#kerq=1,

wenn?2 | p-1.
(v) Die GroRe des Bildes img von  berechnet sich durch

X
p

#kerq
Nach Definition ist#7Z = p—Lund#ker g wurde in iv fir 2| p—1 mit #kerq =2 be-

#imqg =
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: 7 -1
stimmt, so dass sich#img = p P ergibt. Fir2 | p—1wurde#ker q =1be-
#kerq 2
X
stimmt, so dass sich in diesem Fall#imq = P -~ p-1lergibt.
#kerq 1
Aufgabe 6.2
i) 1. Fall: SeiggT (m, n) =lundm #n, so folgt
f (Omodm)=0modn.
Da f (0 mod m) = f (m mod m) muss nun, damit die Abbildung wohldefiniert
ist, folgen, dass f (m mod m) =0modn.
Als Gegenbeispiel sei hierk : Z, — Z, mit f (a mod 7) =amod 3 genannt,
fur das gilt:
f (0mod7)=0mod3+1mod3=7mod3= f (7mod7).
2. Fall: Esgelten|m, so dass folgt
SeiaeZ, und @' =a+m-k mit keN.
f (amodm)=amodn
f (a’modm)=a’modn=amodn+m-kmodn
Dan | mgilt, folgtm-k mod n = 0 und daraus
amodn+m-kmodn=amodn+0=amodn. Die Abbildung ist somit
wohldefiniert.
ii) GemaéR Definition des Homorphismus muss fiir eine Abbildung f :(Gl, 0) - (GZ,O)
f (aob) =f (a)o f (b) gelten.
Es folgt somit
f (amodm-+a'modm)= f (amodm)+ f (a'modm)
f (amodm+a'modm)= f (a+a'modm)
=a+a'modn
=amodn+a’'modn
= f (amodm)+ f (a’'modm)
Somit ist f ein Homorphismus.
iii) f ist surjektiv, wenn jedem Element aus Z, mindestens ein Element aus Z , zugeordnet
wird.
iv) f ist injektiv, wenn jedem Element aus Z , maximal ein Element aus Z ,, zugeordnet wird.
V) f ist bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
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Aufgabe 6.3

(i)

(ii)

(i)

(iv)
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75 =1{1,2,34,5,6} =(3)
=1

3*=2mod7

3=3

3*=4mod7
3°=5mod7

3F=6

Ly = {1, 3,5, 7} nicht zyklisch, da kein Erzeuger:

3=3 5=5 7'=7
F=1 5-=1 77 =1
$=3 5=5 =7
3*=1 5*=1 7' =1
$=3 5 =5 7°=7
F=1 5°=1 7°=1
33=3 5'=5 7 =7

Zy=1{12,4,57,8} =(2)
2°=1

2'=2

2°=4

2° =5mod9

2 =7mod9

2°=8

21379 -(3)
=1

3=3

3* =7mod10

3F=9
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Z;,=1{1,2,3,4,56,7,8,9} =(2)
2°=1

2'=2

2° =3mod11
2°=4

2* =5mod11
2° =6mod11
2" =7mod11
2°=8

2° =9mod11
2° =10mod11

Aufgabe 6.4

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Created

(12)(23) = (123)
(12)(23)(31)(41) = (14)(23)
(12)(23)(31)(45) = (23)(45)
(12)(23)(

12)(23)(34)(45) = (12345)

Enthalten, sind (123) = (12)(23) und (13425) = (12) (14)(25) (13)
Nicht enthalten ist (1342) , da (1342) = (24) ( 21) (13)

Ist die Gruppenverknipfung assoziativ, ein Neutralelement existiert und zu jedem Element
existiert ein Inverses, dann ist die Definition der Gruppe erfllt.
Assoziativitat:

0,,0,c A=>o0,00,€A

Neutralelement:

Das neutrale Element ist die identische Abbildung () .
Inverse:

c,0teA

(.3)+(i)-

Somit ist A, eine Gruppe.

Kommutativitat:

(34)(45) = (345) # (354) = (45)(34)

A, ist nicht kommutativ.

H ist Teilmenge von A, .

H enthalt mit ( ) das neutrale Element.
Die Gruppe ist abgeschlossen und sogar kommutativ:

(12)(34)(13)(24) =(14)(23) e H =(13)(24)(12)(34)
(13)(24)(14)(23) =(12)(34) e H =(14)(23)(13)(24)
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(12)(34)(14)(23)=(24)(31) e H =(14)(23)(12)(34)
Also ist H eine kommutative Gruppe mitoc e H = o' € H mito = o *.Somitist H Un-
tergruppe von A, .

(v) Eine Untergruppe von A, ist ein Normalteiler wenn gilt:
oH =Homitoc e A

(v)  Zuzeigen: cA = Ao bzw. oxo € A, mit o€ S,

Created

www.ppcp.de/bd - bd@ppcp.de Seite 6/6

www.MSGetTheFacts.com



		2004-07-05T16:06:53+0200
	Bernhard Dietrich
	I am the author of this document




