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Aufgabe 4.1
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s(n)= 3 H(K)
=f(n)-1(1)
=nH (n)-H (1)
ny i
1<j<n J
=nH (n)-1
=f(n)-1
Aufgabe 4.2

(E°-4E°-4E+16)f =72, (0)=1,f(1)=2,f(2)=4
Ansatz fur f (n) =A"
Dann folgt: E*f (n) = 2" = 2°(n)
E*f(n)=A""=2%(n)
Ef (n)=4""= 4(n)
=72=(E*~4E*-4E+16) f =(1°-44>-42+16) f
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A2—427-42+16=0
Wir raten“ 4, = 2, die restlichen Nullstellen ergeben sich dann mit Hilfe von Polynomdivision:

A 422 42 +16 =(1-2)(A°-24-8)
-(4*-22%)
242 -4 +16
—(-24*+44)
-84+16
—(-81+16)
0

A2-2A-8=0
SA=41=—

Daraus ergibt sich die homogene Funktion:
f,(n)=a-2"+b-4"+c-(-2)" +d

Fiir ein konstantes d gilt dann: (E3 —4E* - 4E +16)d =72

=d-4d -4d +16d =72
<9d =72
<d=8

f(n)=f,(n)+8
=a-2"+b-4"+c-(-2)" +8
Einsetzen von f(O) f() 2, f( ) 4 liefert

a-2’+b-4"+c-(- ) +8=1
a-2+b-4+c-(- 2)+8 2[(=21+1)
a-22+b-4*+c-(-2)"+ —4(-41+10)
a+b+c=-7
<1|2-b-4.c=8
12b =24
a=-8
< |c=-1
b=2

Somit ergibt sich f (n) =—-8-2" +2-4" —1-(—2)n +8
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Aufgabe 4.3

(E°-4E°+6E—-4)f =0,f(1)=1,f(2)=2

Ansatz fur f (n)=A"

Dann folgt: E*f (n) =" = 2°(n)
“f(n)=4""=2%(n)
Ef (n)=2""=4(n)

:>72:(E3—4E2+6E—4)f :(13—4/12+6/1—4)f

A2 -4 +64-4=0
Wir raten“ 4, = 2, die restlichen Nullstellen ergeben sich dann mit Hilfe von Polynomdivision:

2 —a)? 64 -4 =(1-2)(4*-21+2)
-(4*-22%)
—24% 461 -4
~(-24*+42)
 22-4
—(-24-4)
0
A2-22+2=0
oA=1+V1-2vi=1-1-2
o A=1+/-1vi=1-+-1

SA=1+ivA=1-i

Somit ergibt sich
f(n)=a-2"+b-(1+i)" +c-(1-i)
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Einsetzen von f (0) =0, f (l) =1f (2) = 2 liefert:
0
1
2

a-2K+b(l+if-Fc(1—if
a-21+b-@A4)3+c(1—if
a-22+b-ﬁA4)?+c(1—if

a+b+c=0
ola-2+b-(1+i)+c-(1-i)=1
a-4+b-(2-i)+c-(-2-i)=2

(=21+11)
(~41+11)

a+b+c=0
& |((1+1)=-2)-b+((1-1)-2)-c=1

((2:1)-4)-b+((-2-1)-4)-c=2

(=((2-1)=4)-m+((1+i)-2)- )
a+b+c=0
((1+i)-2)-b+((1-i)-2)-c=1
(1+i)-2)((2:1)—-4)-b—((1+i)-2)((2-1)-4)-b
+((1+1)-2)((-2-i)-4)-c—((1-1)-2)((2-i)-4)-c =—((2-i)-4)+((1+i)-2)-2
a+b+c=0
& ((1+i)=2)-b+((1-i)-2)-c=1
(~1+i)(~2-i-4)-c—(-1-i)(2-i-4)-c=2

a+b+c=0
| (-1+i)-b+(-1-i)-c=1
(-2-i+6)-c—(2-i+6)-c=2

a+b+c=0
< |(-1+i)-b+(-1-i)-c=1
—4-i-c=2

a+b+c=0
< |(-1+i)-b+(-1-i)-c=1
1

C=——
21
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Es ergibt sich somit die Gleichung

fm):—%(h4f+é(L4f

Aufgabe 4.4

(E—n—ﬂljf =, £(0)=0
n+2

Gemal Vorlesung gilt:

()= gi 2 (b)) +5(0) 1 0)

0<k<n

Die Funktion g (n) wurde gewahlt als ¢ (n) =g (n +1) : a(n).

Die Differenzengleichung lautet:

Hn+ﬂ—£{%fﬂﬁ=n(n—b(n—a
=(n*-n)-(n-2)

=n®-3n°>+2n

Alsoa(n)= :+; undb(n)=n®=n’-3n*+2n
+

Um die Differenzengleichung zu bestimmen ist nun die Funktion g (n) erforderlich:

a9 _ 9= 9(0)

g(n+1) a(n) a(n)a(n-1) " a(n)a(n-1)-..-a(1)
_ 9(0) :g(O):g(O)_nLZ
sl A p1 B Z 1 1 L

n+2 nel A A F 7 n+2
Mit ¢ (O) =1(gewahlt) folgt g (n +1) =N+ 2 und daraus g (n) =n+1
g (n) und b in obere Gleichung eingesetzt ergibt:
1

)=t 3 (Ea )0 +a(0)1(0)

0<k<n

[ 2 (E0)000+30)10)]

0<k<n

- 1.( > (k+2)-(k3—3k2+2k)+g(0)f(0)j

n 0<k<n

Il
‘ :‘ S
S N
= =

+
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Da ¢ (0) =1lund f (O) =0 bekannt sind, folgt

1

n+1
1

n+1
1

n+1
1

n+1
1

n+1
1

n+l
=0

> (k+2)-(k3—3k2+2k)j

0<k<n

> k(K =3K* + 2k )+ 2(k* - 3K? +2k))j
0<k<n

> (K" =3k + 2k + 2k° — 6k’ +4k)]

0<k<n

> (k4—k3—4k2+4k)]
0<k<n

% (k) ~4)

0<k<n

-0

Die Lésung der Differenzengleichung f (n) =0.

Aufgabe 4.5

(i)

(ii)

(i)

(iv)

Created

An der ersten Stelle im Stapel konnen 32 verschiedene Karten liegen, an der zweiten noch 31,
an der dritten noch 30, usw.
Also kann man ein Skatspiel mit 32 Karten

auf321= 263 130 836 933 693 530 167 218 012 160 000 000 ~ 2,63-10* verschiedene
Arten Mischen.

Der erste Spieler kann alle Blatter bekommen, welche sich aus 32 Karten zusammenstellen
lassen. Dabei werden zehn Karten ,auf einen Griff* gezogen, wobei die Reihenfolge keine
Rolle spielt. Also gilt:

32
=64 512 240
o

22
Der zweite Spieler kann noch (10} =646 646 verschiedene Blatter und

12
der dritte Spieler noch (10j =66 verschiedene Blatter erhalten.

3 496
a =
@ | 39

(b) 32%° =131 565 418 466 846 765 083 609 006 080 000 000

Der erste Spieler kann eines der vier Asse erhalten und erhélt aus den restlichen 28 Karten 9

weitere. Also ergibt sich:

4) (28
fur Spieler 1: (1]( 9 j: 27 627 600 Moglichkeiten,
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3) (19
fur Spieler 2: (J { 9 ] = 277 134 Moglichkeiten und

2) (10
fur Spieler 3: 1l g = 20 Mdoglichkeiten.

Es bleiben ein As und eine andere Karte Ubrig.

Aufgabe 4.6
Fur X :Wurf eines sechsseitigen, ungezinkten Wirfels gilt, wie in der Vorlesung berech-

net, E(W) = 3,5 (E :Erwartungswert fiir einen Wurf)
Fir 4 Wiirfe gilt also E (X, + X, + X5 + X, ) = E(X,)+E(X,)+E(X,)+E(X,)=14.

Die erwartete Augensumme fir 4 Wurfe ist also14 .

Aufgabe 4.7

Falschspieler verwenden einen Wirfel W mit
64

prob(W =6) = 100"
8

prob(W = k) =100 fur k €{2,3,4,5},
4

prob(W =1) = 100

(i) Die erwartete Augensumme von einem Wurf mit dem gezinkten Wirfel ergibt sich durch

3 X (u)-P(u)mitU ={1,2,3,4,5,6}, X (u) = U und

ueu

2 firu-1
100

P(u)= % firue{234,5}.
64

—— fliru=6
100
Es folgt somit
E(X)=1~ 4 +2- 8 +3- 8 +4. 8 +5- 8 +6- o4 =0.

100 100 100 100 100 100

Da der Wiirfel nicht nur einmal sondern insgesamt viermal geworfen wird,
git E(X, + X, + X5+ X, )= E(X,)+E(X,)+E(X;)+E(X,)=20.
Bei vier Wirfen mit dem gezinkten Wirfel ist also eine Augensumme von 20 zu erwarten.

64
(i) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Sechs fallt betragt pro Wurfm,

4
die Gegenwahrscheinlichkeit alsol — 6— = ﬁ .
100 100

Die Wahrscheinlichkeit, dass der n-te Wurf die gewlinschte Augenanzahl hat, be-

. . 36\ 64
tragt P (n-ter Wurfeine 6) =| — | - —.

100 100
Es folgt somit
Created
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0

E(X)=> k-P(k-ter Wurf eine 6)

_ik.[ﬁj“ﬁ
i \100 100

Es ist also zu erwarten, dass alle 2 Wiirfe eine Sechs fallt.

4
(iii) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Eins fallt betragt pro Wurf —,

100
4 96

die Gegenwahrscheinlichkeit alsol ——— = —.

100 100
Die Wahrscheinlichkeit, dass der n-te Wurf die gewtinschte Augenanzahl hat, be-

. 96 \'" 4
tragt P (n-ter Wurf eine 1) =| — | -—.
100 100

Es folgt somit

E(X)= ik - P (k-ter Wurf eine 1)
k=1
=96\ 4
= k . D —— - —_—
; (100) 100

_ﬂ.gk(ﬁf
100 = \100

Es ist also zu erwarten, dass alle 400 Wrfe eine Eins fallt.

Aufgabe 4.8
Durch probieren stellt man fest, dass die Anzahl der Méglichkeiten sich wie folgt berechnet:

fibonacci (n + 2) mit N :Anzahl der Stockwerke

Fir das Empire State Building mitn =102 Stockwerken ergibt sich dann:
fibonacci (102 + 2) =2 427 893 228 399 975 082 453
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