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Abgabe bis Montag, 10. Mai 2004, 1111
in den jeweils richtigen grinen oder roten Kasten auf dem D1-Flur.

Aufgabe 2.1 (Zweifach Abzéhlen). (4 Punkte)

Zeige

> z(?) = n2n-!

0<i<n

durch zweifaches Abzéhlen von Paaren (4, (j,J)), wobei 0 < 7 < nund J C
Ney,, j € J sowie i = #J gilt.

Aufgabe 2.2 (Einsen und Nullen). (4 Punkte)

Wie viele Einsen braucht man fir eine Liste der Bindrdarstellungen aller na-
tarlichen Zahlen kleiner als 2"*? Beweise dies

(i) mit Hilfe einer Bijektion. (Nullen?)

(if) mit Hilfe der Regel vom zweifachen Abzéhlen.

Aufgabe 2.3 (Inklusion/ExKklusion). (2 Punkte)

Zeichne ein Venn-Diagramm fur die In-/Exklusion mit drei Mengen A, As,
As. Markiere darin jeden der sieben Bereiche mit der zugehdrigen Indexmenge
K C{1,2,3}, K #0.

Aufgabe 2.4 (Quadraftfreie Zahlen zéhlen). (10 Punkte)

Wir wollen zéhlen, wie viele naturliche Zahlen kleiner N quadratfrei sind. Eine
Zahl n ist quadratfrei, wenn keine Primzahl sie zweimal teilt, oder, mit ande-
ren Worten, wenn in der Primfaktorzerlegung keine Primzahl doppelt auftritt.
Also ist 6 quadratfrei, aber 12 nicht.

Wir verwenden die Bezeichnungen

QF™Y) .= {n € Ny | n quadratfrei} ,
MIEN) = {n € Ney |p2 | n}

farp > 1.



(i) Zeige: Die Zahlen in M,SN) sind nicht quadratfrei. (Also M,SN) C Neny \
QF™M)

(ii) Zeige: Die Menge QV = Ny \QF™) der nicht quadratfreien Zahlen klei-

ner N ist gerade die Vereinigung der Mengen M,SN) Uber die Primzahlen
p kleiner V/N.

(iif) Bestimme die Anzahlen von M2(N), MéN), M5(N) sowie Mg), MQ(.];), Még)
und MY, fiir N = 30,80, 200,900, 10 000.

(iv) Bestimme die Anzahlvon QF™) fur N = 30, 80, 200, 900, 10 000, 1 000 000.

(v) Zeige

=Y s Y =TI (1),

prpycr Pl pel p

fur die Menge I der Primzahlen kleiner als v/N. Die linke Seite kann
formal geschrieben werden als

DEDINCI | -2

0<h<#I fee(1) peK

wobei (}) die Menge aller k-elementigen Teilmengen von I bezeichnet.

Bemerkung: Der Grenzwert des Produktes ist wohl bekannt, fur das Inverse
gilt:

lim o2 71—((2)— 3 L™ 1644934
_}w 2 — — _6 ~~ . PECEEY

n2

(vi) Néhere die Anzahl von MISN) durch [% an und finde einen N&herungs-
ausdruck fur die Anzahl von QFM).

Aufgabe 2.5 (Erzeugende Funktionen). (2 Punkte)

Michael kleidet sich neu ein. Er mochte zwei bis drei Hosen, ein oder zwei
Jacken, vielleicht einen Pulli, flinf, sechs oder acht T-Shirts und einen Mantel
haben. Am Abend stellt er fest, dass er genau 12 Teile gekauft hat.

(i) Wieviele Moglichkeiten gibt es daftir?

(i) Wieviele Mdoglichkeiten gab es insgesamt und was ist also die Wahr-
scheinlichkeit fur genau 12 Teile?
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Mundliche Aufgabe 2.6 (Zweifach Abz&ahlen).

Zeige

> ili- 1)(?) =n(n —1)2"*

0<i<n

durch zweifaches Abzéhlen von Paaren (i, (41, j2,J)), wobei 0 < i < n und
J C Nep, 71,52 € J, J1 # j2 sowie i = #.J gilt.

Mundliche Aufgabe 2.7 (Ziffern).

Wie viele Einsen braucht man, um alle n-stelligen Dezimalzahlen aufzuschrei-
ben? Beweise dies

(i) mit Hilfe mehrerer Bijektionen. (Nullen? Zweien? ...)

(i) mit Hilfe der Regel vom zweifachen Abzéhlen.
Mundliche Aufgabe 2.8 (Binomialkoeffizienten).

> ()= ()

k<i<n

Zeige

durch Zahlen von geeigneten Paaren. [Induktion ist hier nicht erlaubt.]

Mundliche Aufgabe 2.9 (Kubikfreie Zahlen z&hlen).

Wir wollen zdhlen, wieviele natlrliche Zahlen kleiner N kubikfrei sind. Eine
Zahl n ist kubikfrei, wenn keine Primzahl sie dreimal teilt, oder, mit anderen
Worten, wenn in der Primfaktorzerlegung keine Primzahl dreifach auftritt.

Wir verwenden die Bezeichnungen

CF™) .= {n € N_y | n kubikfrei}
MISN) = {n € Ney |p3 | n}

farp > 1.



(i) Zeige: Die Zahlen in M{") sind nicht kubikfrei. (Also MY C Ney \
CF())

(ii) Zeige: Die Menge CV = Ny \CFN) der nicht kubikfreien Zahlen kleiner

N ist gerade die Vereinigung der Mengen M,SN) Uber die Primzahlen p
kleiner ¥/N.

(iii) Bestimme die Anzahlen von M2(N), MéN), M5(N) sowie Mg), MQ(.];), Még)
und MY, fiar N = 30,250, 10000, 30 000.

(iv) Bestimme die Anzahl von CFY) fiir N = 30, 250, 10 000, 30 000.

(v) Zeige

=Y e Y cwe =TI (1)

plEIp {p1,p2 }C[ 2 pel p

fur die Menge I der Primzahlen kleiner ¥/N. Die linke Seite kann formal
geschrieben werden als

DEDINCI | 2

0<k<#I e (!) peK

wobei (,ﬁ) die Menge aller k-elementigen Teilmengen von I bezeichnet.

Bemerkung: Der Grenzwert des Produktes ist wohlbekannt, fur das Inverse gilt:

1\ ! 1

lim 1——) =¢@3) = — ~1.2020569. ..

fm I (1- %) == % &
p prim, nENs o

p<k

(vi) Néhere die Anzahl von MISN) durch z% an und finde einen Ausdruck fur
die Anzahl von CFY).

Mundliche Aufgabe 2.10 (Erzeugende Funktionen).
Beim Munzwurf kdnnen die Ergebnisse 0 (Wappen) und 1 (Zahl) auftreten.
Die zugehdrige erzeugende Funktion ist 1 + x.
(i) Bestimme die erzeugende Funktion zum Wurf von acht unabhéngigen
Minzen.

(i) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, £ mal Zahl zu werfen, fir 0 < k < 8.

(iii) Veranschauliche das Ergebnis durch ein Schaubild.



