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AUFGABE 1:

Um mit Hilfe der in der Aufgabe angegebenen Rekursion den Binomialkoeffizienten C'(n, k) zu berechnen,
benstigen wir alle Werte C(1,5),1 <1 < n,1 < j < min{l — 1,k}. Diese Werte berechnen wir mit dem
folgenden Algorithmus BINOMIAL(n, k). Die Werte C(n, k) werden dabei in einem zweidimensionalem Array
C1l][j] gespeichert.

BINOMIAL(n, k)

for[— 1ton

do CJI][0] < 1
for [ — 1tok

do C[ll]] <1
for{— 1ton

do for j <« 1 to min{l—1,k}

do C[li)jj] <l —=1[jl+Cll=1][j —1]

return C[n][k]

CO J O UL i W N+

Die Korrektheit von BINOMIAL folgt unmittelbar aus der Rekursionsformel. Nun zur Laufzeitanalyse. Zeilen
2, 4, 7 benotigen pro Durchlauf jeweils konstante Zeit. Damit benétigt die FOR-Schleife in Zeile 1 Zeit O(n)
und die FOR-Schleife in Zeile 3 benotigt Zeit O(k). Schliefllich benstigen die geschachtelten FOR-Schleifen
in Zeilen 5,6 zusammen Zeit O(nk). Damit ist die Gesamtlaufzeit von BINOMIAL O(nk).

AUFGABE 2:
Wir setzen dq(ﬁv) = 00, falls kein Pfad von u nach v existiert auf dem abgesehen von u und v nur Knoten aus
{1,...,k} liegen. Ausserdem definieren wir w,, = oo, falls in G keine Kante von u nach v existiert. Insgesamt

erhalten wir dann folgende Rekursion fiir die Werte dq(ﬁv):

dqgov) = Wy
d) = mln{d (k= 1), dulz Dy d,(gifl)}, fiir k > 0.

Die erste Zeile ergibt sich dabei aus der Definition von d U und w,y,. Die zweite Zeile sieht man folgender-
mafen. Der kiirzeste Pfad von u nach v, der ausser u,v nur Knoten aus {1,...,k} enthélt, fiihrt entweder
nicht iiber den Knoten k oder er fiihrt iiber den Knoten k. Im ersten Fall ist die Ladnge des kiirzesten Pfades
gegeben durch d(lC D Fithrt der kiirzeste Pfad hingegegen tiber k, ist die Linge des kiirzesten Pfades die
Summe der Linge deb kiirzesten Pfades von u nach k und der Lénge des kiirzesten Pfades von k nach v.
Auf beiden Pfaden diirfen aber ausser u,k bzw. k,v nur Knoten aus {1,...,k — 1} liegen. In diesem Fall
ist also die Linge des kiirzesten Pfades gegeben durch d(k b + d,(j)_l). Bilden wir das Minimum aus beiden
Moglichkeiten erhalten wir die Formel
dif) = min{df™ d7Y + a7V

Fir kK = n ist dq(ﬁ) genau die Lénge eines kiirzesten Pfades von u nach v. In diesem Fall sind ja alle Knoten
auf dem Pfad erlaubt. Um nun mit Hilfe der obigen Rekursion das Problem APSP zu l6sen, nehmen wir
an, dass die Gewichte w,, in einem zweidimensionalen Array W gespeichert sind. Die Anzahl der Zeilen in
W bezeichnen wir mit rows[W]. Sie ist gegeben durch die Anzahl n der Knoten in G. Weiter speichern wir
fir k=0,1,...,n die Werte dq(fv) in einem zweidimensionalen Array D) ab. Der folgende Algorithmus, der
mit Hilfe der dynamischen Programmierung und mit der Rekursion fiir dgﬁ,) die Lénge aller kiirzesten Pfade

berechnet, ist als FLOYD-WARSHALL-Algorithmus bekannt. Eingabe fiir den Algorithmus ist nur das Array
W mit den Kantengewichten w,,,.



FLOYD-WARSHALL(W)

1 n « rows[W]

2 DO — W

3 fork—1ton

4 do foru«<1ton
5 do forv<«1ton

6 do df) — min(df ™V, a4 qhmly
7 return D™

Die Korrekteit des Algorithmus FLOYD-WARSHALL ergibt sich unmittelbar aus den Ausfithrungen von oben.
Um die Laufzeit zu analysieren, beobachten wir, dass jeder Durchlauf der Zeile 6 konstante Zeile beansprucht.
Wegen der dreifach geschachtelten FOR-Schleifen in Zeilen 3,4,5 wird Zeile 6 genau n3-mal ausgefiihrt, wobei
n = |V|. Damit ist die Laufzeit von FLOYD-WARSHALL O(|V|3).



