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AUFGABE 9:

Es werden die Mengé/ = {1,2,3,...,15} und ihre Teilmenge™ = {1,3,5,7,...,15}, B =
{4,8,12},C = {2,4,6,8,9,10, 11, ..., 15} betrachtet. Bestimmen SikU B, AN B, ANC, C\ B,
B\ C und BAC.

LOsung:
Fur die Vereinigung werden einfach beide Mengen zusammengenommen.

AUB={1,3,5,7,..,15} U {4,8,12} = {1,3,4,5,7,8,9,11,12, 13, 15}

Beim Schnitt werden alle Elemente genommen, die in beiden Mengen enthalterd simdl. B
besitzen aber keine gemeinsamen Elemente, weshalb der Schnitt von beiden leer ist.

ANB=1{1,3,5"7,..,15}N{4,8,12} =

A und C besitzen gemeinsame Elemente. Palle ungeraden Zahlen enthélt, erhalt man alle
ungeraden Zahlen ads

ANC={1,3,57,..,15}N{2,4,6,8,9,10,11, ..., 15} = {9,11, 13,15}
Um C'\ B zu bilden, missen alle Elemente vBrausC' entfernt werden.
C\B=1{2,4,6,89,10,11,...,15}\ {4,8,12} = {2,6,9,10,11,13, 14,15}
Umgekehrt entfernt man fiB \ C alle Elemente void' ausB.
B\ C =1{4,8,12}\{2,4,6,8,9,10,11,....,15} =0
Die symmetrische Differenz voBAC kann als(B \ C') U (C'\ B) gebildet werden.
BAC =(B\C)uU(C\ B)={2,6,9,10,11,13,14,15} U0 = {2,6,9,10, 11,13, 14, 15}

AUFGABE 10:

Esseid = {a,b,c,d,e} und B = {M|M C A}. Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen:
a)a € B, b){b} € B, c){a} € A, d)Ae B, e)AC B, f){a} C A4,

gleA hOCA N{0}CA jbeB, KOCB, I){0}CB.

Losung:
Nach der obigen Definition vo® gilt B = p(A). B enthalt somit als Elemente samtliche Teil-
mengen VOrA.



a) a ist kein Element vonB, da B nur Teilmengen vom enthalt.a ist aber keine Teilmenge
von A, sondern ein Element va#. Die Aussage ist daher falsch.

b) Esqgilt{v} C A, weshalb{b} € B wahr ist.
c) {a} ist eine Teilmenge, aber kein Element vdnDie Aussage ist falsch.
d) A € Bistwahr, dad C A qilt.

e) A C Bist falsch, weil B als Potenzmenge nur Teilmengen védrenthalt. Jede Teilmenge
von B kann somit nur eine Menge aus Teilmengen vosein.

f) Esgilta € A weshalb die Mengéa} eine Teilmenge von! ist. Die Aussage ist wahr.
g) Die leere Menge ist kein Element ven dies sind nur, b, ¢, d unde. Die Aussage ist falsch.

h) Die leere Menge ist eine Teilmenge vdnda man sie bilden kann, indem man kein Element
ausA fur die Teilmenge ,auswahlt®. Die Aussage ist wahr.

i) Nach g) ist die leere Menge kein Element varund somit{(}} auch keine Teilmenge va#.
Die Aussage ist falsch.

J) Wegen h) ist die leere Menge eine Teilmenge vorNach Definition vonB ist die Aussage
somit wabhr.

k) Die leere Menge ist wegen der gleichen Argumentation wie bei h) eine Teilmeng& von
(wie Uberhaupt von jeder Menge). Die Aussage ist wahr.

[) Da nach j) die leere Menge ein Element vBrist, ist auch{()} C B wahr.

AUFGABE 11:
A, B, C und D seien beliebige Mengen. Untersuchen Sie die Richtigkeit folgender Gleichungen:

a) (A\B)NC = (ANC)\ B
b) A\ B=An(A\B)
c) A=(A\B)UB

Losung:

Um die Mengengleichheit zweier Mengéinund B zu zeigen, ist es normalerweise am einfachsten
einzelnA C BundB C A zu zeigen. AulRerdem geht man fir solche Beweise meist auf ein festes,
aber beliebig gewahltes Element der jeweils linken Menge zurtick.

a) Seir € (A\ B)NC festaber beliebig gewahlt. Dann giltc A\ B undx € C. Dies bedeutet
aber auch, dass € Aundz ¢ B undz € C gilt. Dies ist nun gleichbedeutend mite A
undz € C'undx ¢ B bzw.z € ANC undx ¢ B. SchlieBlich erhaltman € (ANC)\ B.
Dax beliebig gewahlt wurde folgt daragsl \ B)NnC C (AnC)\ B

Wahlt man nune € (AN C) \ B kann man obige Argumentation riickwarts verfolgen und
erhalt(ANC)\ B C (A\ B)nC.

Insgesamt folgt also die geforderte Aussage der Mengengleichheit.
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(A\B)nC (ANC)\ B

b) Seiz € A\ B fest aber beliebig gewahlt. Dann gilte A undz ¢ B. Dies ist &quivalent
zur Aussage: € Aundx € Aundz ¢ B,wasmanint € Aundz € A\ B und somitin
x € AN (A\ B) ubertragen kann. Die Rickrichtung ergibt sich auf die gleiche Weise.

c) Die Aussagel = (A \ B) U B istim Allgemeinen falsch. Enthal® ein Element, das nicht
in A enthalten ist, so wird dieses durch die Vereinigung Biter Menge(A \ B) U B
hinzugefiigt. Somit erhélt man ein Element, dass in der Menge auf der rechten Seite der
Aussage enthalten ist, jedoch nicht auf der linken.

Die Gleichheit ist also falsch.

Wie man sieht kann man héaufig Aussagen Uber Mengen auf logische Aussagen mit ,und“ und
Loder” zuriickfihren.

AUFGABE 12:

Man erweitert Funktionerf : A — B oft zu Funktioner?' : p(A) — (B) auf Teilmengen, durch
F(z) = {yly = f(x),x € X} fur X C A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagenitiny” C A
gelten.

a) X CY = F(X)C F(Y),

b) F(XUY)=F(X)UF(Y)und

~—

c) F(XNY)C F(X)NF(Y)

Zeigen Sie aulerdem, dass in c) die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt.

LOsung:

a) SeiX,Y C A fest, aber beliebig gewahlt mit der Eigensch&ftC Y. Dann ist zu zeigen:
F(X)CF(Y).

Wahlez € F(X) beliebig. Dann gibt es nach Definition eine X mit z = f(a). Wegen
X C Y qiltaber auchu € Y, worausz = f(a) € F(Y') folgt. Es ist also jedes € F/(X)
auch inF'(Y') enthalten. Es gilt somit’(X) C F(Y).
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b) SeiX,Y C A fest, aber beliebig gewahlt. Dann ist zu zeigéiiX UY) C F(X) U F(Y)
und F(X)UF(Y) C F(XUY).
F(XUY)CF(X)UF(Y)
Seiz € F(X UY) fest aber beliebig gewahlt. Dann gibtes eig X UY mit z = f(a). FUr
a giltdanna € X odera €Y.
1. Fall: Ista € X, so folgt daraus = f(a) € F(X).
2. Fall: Ista € Y, so folgt daraus = f(a) € F(Y).
Somitistz in F(X) oder F'(Y) enthalten, alsa € F(X)U F(Y). Esfolgt F(X UY) C
F(X)UF(Y).
F(X)UF(Y)C F(XUY):Esseinur € F(X)U F(Y). Dann existiert eim € X oder
eina € Y mit z = f(a). Damit gilt aber aucly € X UY und somitz = f(a) € F(X UY).
DeshalbistF'(X) U F(Y) C F(X UY). Insgesamt giltalsé’ (X UY) = F(X)U F(Y).

c) SeiX,Y C Afest, aber beliebig gewahlt. Dann ist zu zeigetX NY) C F(X) N F(Y).
Wahlez € F(X NY') beliebig. Daher gibt es eim € X NY mit z = f(a). Dann ist auch
a € X unda € Y und somitz € F(X)undz € F(Y). Esfolgtz € F(X) N F(Y). Daraus
folgt F(XNY)C F(X)NF(Y).
Dass die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt, kann man sich relativ einfach tberlegen.
Damit die Inklusion nicht gilt, muss man zwei verschiedene Elemente haben, die das gleiche
Bild unter f haben, ein Element; € X \ Y, das inX jedoch nicht inY” enthalten ist und ein
Elementa, € Y\ X, das inY jedoch nicht inX enthalten ist.
Wir wahlen also einen Grundbereich mit mindestens zwei Elementen,a, € A mit
aq 7é as.
Wahlen wirX = {a;} undY = {as}, sogilta; ¢ X NY unda; ¢ X NY undX NY = (.
Wir wahlen weiter einen Grundberei¢hmit mindestens einem Elemeht B.
Wahlenwirf : A — Bmit f(z) =bfurallex € A, sogiltf(a1) = b= f(as).
Dann folgtb € F'(X) undb € F(Y) und somith € F(X) N F(Y).
WegenX NY = 0 giltjedochF(X NY) = 0.
FX)NF(Y)C F(XNY)qiltin diesem Fall also nicht.

AUFGABE 13:

Die Fibonacci-Zahlery,,, n € N, seien definiert durclf; = 1, fo, = 1 und f,.\1 = fn + fu1
(n > 2). Beweisen Sie, dass fur altec N, gilt: ggT (f,, fur1) = 1.

Losung:
Diese Aufgabe lasst sich leichter I6sen, wenn man vorheggéretwas genauer betrachtet. Seien
a,b € N. Es wird zuerst bewiesen, dass folgende Aussage gilt:

ggT (a,b—a), fallsa<b
ggT (a,b) = < geT (a —b,b), fallsa>b
a, fallsa =b



Ista = b, so giltggT (a,a) = a, daala gilt, und es keine groRere Zahl gibt, dieeilt.

Dann kann man 0.B.d.A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) annehmem, dassein soll.

(Die Aussage “ohne Beschrankung der Allgemeinheit” leitet einen Fall einer Fallunterscheidung
ein, hiera > b odera < b odera = b. Der Einschub 0.B.d.A. bedeutet dann, dass der Beweis nicht
fur alle Falle gegeben wird, sondern nur fur den einen Fall. Die Vervollstandigung des Beweises ist
ohne Schwierigkeiten méglich, da nur sehr einfache Félle nicht betrachtet werden oder die anderen
Félle analog bewiesen werden kénnen.)

Seid = ggT (a,b). Um die Aussage zu beweisen, muss bewiesen werdenddzssTeiler von

b — aist (Teil I), und dassl der gréf3te Teiler ist, derundb — « teilt (Teil 1I).

Teil I
Ausd = ggT (a,b) folgt, dass: undb durchd teilbar sind. Damit gibt es, y € N mit a = dx und
b = dy. Daraus folgt
b—a=dy—dr=d(y—x)
Wegenb > « gilt auchy > = und somity — x € N. Daher ist — a in den nattrlichen Zahlen durch
d teilbar.

Teil I1:
Der zweite Teil wird durch einen Widerspruchsbeweis bewiesen. Dazu wird zuerst angenommen,
dass die Aussage nicht gilt, um dann damit zu zeigen, dass dies unmdoglich so sein kann. W ider-
spruchsbeweise werden haufig bei Aussagen eingesetzt, die eine gewisse Optimalitat — hier die
Maximalitat desggT — beinhalten. Wir nehmen daher an, dass es eine Zabl N gibt, mit
e = ggT(a,b —a) unde > d. Damit musse sowohla als auchb — « teilen. Es gibt deshalb
x,y € N mit

a=exundb —a = ey.
Daraus folgt

ey=b—a=b—er |+ex

& b=ey+er=cely+uz).

Es ist auchy + = € N, weshalbb durche teilbar ist. Somit sind sowoht als auchb durche
teilbar.e ist also gemeinsamer Teiler varundb. Dae grol3er alsi angenommen wurde, ist damit
e = ggT (a,b). Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dasseT (a, b) sein soll.
Die Aussage ¢ = ggT (a,b — a) unde > d“ muss daher falsch sein. Es gibt also keine grofl3ere
Zahl alsd, die sowohla als auchh — « teilt. Zusammen mit dem ersten Teil des Beweises ergibt
dies

ggT (a,b) = d = ggT (a,b—a), wennb > a

Fur die Fibonacci-Zahlen kann man dann per Induktion die geforderte Aussage beweisen.

Induktionsanfang:

geT (f1, f2) =ggT(1,1) =1
Induktionsvoraussetzung:
Die Aussage gelte fuf,,, es sei als@gT (f,—1, fn) = 1.



Induktionsschritt:
Man betrachtegT (f,, f.+1). Wegenf,,1 > f, und f,11 = f,, + f,-1 folgt

ggT (fna fn+1) = ggT (fna fn+1 - fn) = ggT (fna fn—l) g/ 1

und somit die Aussage.

KORREKTURAUFGABE 14 :

Uberpriifen Sie die folgenden 2-stelligen Relation auf die Eigenschaften Symmetrie, Asymmetrie,
Antisymmetrie, Reflexivitat, Irreflexivitat, Transitivitdt und Alternativitat. Geben Sie aul3erdem an,
ob es sich bei den Relationen um Aquivalenz- oder Ordnungsrelationen handelt.

1. ,C“ C p(M) x p(M) (M - beliebige Menge) mitd C B < A ist Teilmenge vorB
(A4,BC M)

2. " C Ny x Ny mita|lb < ateilth (a,b € Ny)

3. R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3),(3,4), (4,4)} C {1,2,3,4}?
4. verheiratet mit“'C H x H (H - Menge aller Menschen)

5. ,weiR mehrals'C H x H

Die Relationen 4 und 5 gehen nicht in die Bewertung ein.

Losung:

SeienA, B,C € p(M). Gilt A C BundB C A, so sind alle Elemente vaa auch inB enthalten
und umgekehrt. Es folgd = B. Die Relation ist alsantisymmetrisch. Ist A eine echte Teilmen-

ge vonB, kannB keine Teilmenge vorl sein, daB mehr Elemente enthalt. Die Relation ist also
nicht symmetrisch. WegenA C A ist sie aul3erdemicht asymmetrisch, da sonst die Gegenrich-
tung, also wiede C A, nicht gelten durfte (siehe Aufgabe 15). Aus dem gleichen Grund ist die
Relation auchreflexiv undnicht irreflexiv. Gilt A € Bund B C C, so enthaltB alle Elemente
ausA undC alle ausB. Damit besitztC auch alle Elemente aus. Es gilt alsoA € C' und ,C* ist
somittransitiv. BesitzenA und B jeweils verschiedene Element, so giltZ Bund B Z A. Die
Relation ist sominicht alternativ. ,,C* ist eine Ordnungsrelation.

Seiena, b, c € N,. Wegeru = 1-a folgt a|a, weshalb die Relatioreflexiv undnicht irreflexiv ist.
Aus a|b folgt weiterhin, dass es ein € N gibt mitb = ax. Wirde aul3erderija gelten, so gabe
es einy € N, mita = by. Es folgtb = ax = byx. Wegenz, y € N, muss dahet = y = 1 und
somita = b folgen. ,|* ist somitnicht symmetrisch, nicht asymmetrischund antisymmetrisch.
Gelte nuna|b undb|c, dann gibt es, y € N, mit b = ax undc = by. Somit giltc = axy. Daraus
folgt alc. ,|" ist alsotransitiv. Dass die Relationicht alternativ ist, kann man mit einen einfachen
Gegenbeispiel zeigen, etwaf3 und3 /2. ,|" ist eine Ordnungsrelation.

Zur Betrachtung vorkR mussen die einzelnen Paare Uberpruft werden. Wégen), (2, 2), (3, 3),
(4,4)} C Rist R reflexiv undnicht irreflexiv. Wenn man alle Paare der FormRa weglésst gibt
es kein Paar, mit Rb undbRa.

Es gilt1R2 aber nichRR1.
Es gilt1R3 aber nichBR1.



Es gilt1 R4 aber nichtt R1.
Es gilt2R3 aber nich8 R2.
Es gilt2R4 aber nichti R2.
Es gilt3R4 aber nichtd R3.

Es gilt jedochaRa fur allea € {1,2,3,4}. Somit istR nicht symmetrisch, nicht asymmetrisch
undantisymmetrisch. Um die Transitivitat zu prifen, muss etwas mehr Aufwand betrieben wer-
den. Zu jedenta, b) € Rund(b,c) € R muss(a, c¢) € R gelten. Die reflexiven Paare mussen dazu
nicht betrachtet werden, da sie keine Veranderung bewirken: Dassrauand a Rb folgt, dass
aRb gilt istimmer wahr.

Aus 1R2 und2R3 folgt 1 R3 ist wahr.
Aus 1R2 und2R4 folgt 1 R4 ist wahr.
Aus 1R3 und3 R4 folgt 1 R4 ist wahr.
Fir 1 R4 gibt es kein Paar, aul3ét, 4), welches man transitiv hinzuftigen kann.
Aus 2R3 und3 R4 folgt 2R4 ist wahr.
Fir2R4 gibt es kein Paar, aul3ét, 4), welches man transitiv hinzuftigen kann.
Fir3R4 gibt es kein Paar, aul3ét, 4), welches man transitiv hinzuftigen kann.

Damitist R transitiv . Fur die Alternativitat muss fur alle Kombinationen verb € {1, 2, 3,4} mit
a # b nachgepruft werden, ob entweder b) € R oder(b,a) € R ist.

€ R aber nicht(2, 1
€ R aber nicht(3, 1
€ R aber nicht(4, 1

2) €ER
3)

4)

3) € R aber nicht(3, 2
4)

4)

eR
eER
eER
eR
eR

€ R aber nicht(4, 2
€ R aber nicht(4, 3

— N N N N

Damit ist R also aucthalternativ. Auch R ist eine (sogar totale) Ordnungsrelation

Die Eigenschaften der Relation kann man auch gut an folgendem Diagramm ablesen.
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Das Diagramm, und somit die Relation, ist nicht symmetrisch. Wenn es Elemente gibt, fir die die
Relation in beiden Richtungen gilt, so stehen diese auf der Hauptdiagonalen. Dies bedingt die An-
tisymmetrie. Alle Stellen auf der Hauptdiagonalen sind belegt, was die Reflexivitat anzeigt. Auch
Transitivitdt und Alternativitat kann man hier relativ einfach daran erkennen, dass die gesamte rech-
te obere Dreiecksmatrix belegt ist. Dies ist im Allgemeinen nicht so einfach.



Lverheiratet mit“ istirreflexiv undnicht reflexiv, da man nicht mit sich selbst verheiratet sein kann.
SeienA, B,C € H.Ist A verheiratet mitB, so ist auchB verheiratet mitd. A und B miussen dabei
verschieden sein. Die Relation ist sorsyimmetrisch, nicht asymmetrischund nicht antisym-
metrisch. Ist A mit B verheiratet undB mit C' verheiratet, so ist dies (normalerweise) nur dann
moglich, wennC' = A ist. Es ist aber nicht mit sich selbst verheiratet, weshalb die Relatimint
transitiv ist. Wahlt man zwei Menschen aus, so sind diese nicht unbedingt verheiratet. Verheiratet
sein ist also auchicht alternativ .

Wie sieht es nun mit ,weil3 mehr als* aus? Man kann nicht mehr wissen als man selbst. Die Relation
ist daherirreflexiv undnicht reflexiv. SeienA, B, C' € H. Wenn A mehr alsB weil3, so kannB

nicht mehr alsA wissen. Mehr wissen ist alssssymmetrisch, nicht symmetrisch Aufgrund der
Asymmetrie gibt es nie ein Paar fur das die Vorbedingung fur Antisymmetrie gelten wirde. Damit
ist die Relatiorantisymmetrisch. Wenn A mehr alsB weild undB mehr alsC weil3, so weild auch

A mehr alsC'. Die Relation istransitiv. Damit ist die Relation eine strenge Ordnung. Wahlt man
nun zwei Menscher und B, so weil3A mehr alsB, B mehr alsA oder beide wissen gleich viel.
Sollten zwei Personen gleich viel wissen, so kdnnen sie durch diese Relation nicht in Verbindung
gebracht werden. Mehr Wissen ist algoht alternativ .

AUFGABE 15:
Ist eine asymmetrische Relation immer irreflexiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.

LOsung:
Fir eine asymmetrische Relatighauf einer Mengé\/ gilt immer

furallex,y € M gilt: aus(z,y) € Rfolgt (y,z) € R gilt nicht

Wirde (z,z) € R fur einz € M gelten, so dirfte daher die Relation fur das umgekehrte Tupel
nicht gelten, d.h(z, x) ¢ R. Daher kann die Relation nur irreflexiv sein.

AUFGABE 16 :
Seiena,b,n € N. Ergebena und b bei Division durchn den gleichen Rest, so sagt manist
kongruent zw modulon®, geschrieben:

a=bmodn

Dies ist somit eine Relation ad¥ x N.
Beispiel:7 = 2 mod 5, da7 + 5 = 1 Rest2 und2 + 5 = 0 Rest2.

Geben Sie die Eigenschaften dieser Relation an (siehe Aufgabe 14). Liegt eine Relation speziellen
Typs vor?

LOsung:
Seiena,b,c,n € N

Reflexivitat:
a = a mod n, daa jeweils bei Division durchn den gleichen Rest liefert. Die Kongruenz ist daher
reflexiv und nicht irreflexiv.



Symmetrie:

Gilt ¢ = bmod n, so lieferna undb bei Division durchn den gleichen Rest. Es gilt daher auch
b = a mod n. Die Relation ist somit symmetrisch. Es folgt jedoch nicht, dass b sein muss,
weshalb keine Antisymmetrie vorliegt. Ebenso ist die Relation nicht asymmetrisch.

Transitivitat:

Es geltea = b mod n undb = ¢ mod n. Dividiert mana durchn so erhalt man einen RestAuf-
grund der ersten Kongruenz erhalt man diesen jedoch auch, wenh duachn teilt. Die zweite
Kongruenz bedeutet dann aber auch, dass bei Divisionr\durchn der gleiche Rest heraus
kommt. Damit gilt auchu = ¢ mod n. Die Relation ist also transitiv.

Alternativiat:
Wahlt manz, y € N mit x # y, so muss nicht unbedingt entweder= y mod n odery = z mod n
gelten. Etwat # 5 mod 3 und5 # 4 mod 3. Es liegt also keine Alternativitat vor.

Die Kongruenz ist damit symmetrisch, reflexiv und transitiv und somit eine Aquivalenzrelation.
Man benutzt Aquivalenzrelationen haufig um Aquivalenzklassen zu bilden. Das sind Mengen von
aquivalenten Elementen. Im Fall der Kongruenz nennt man diese Restklassen. Betrachtet man etwa
die Zahlen modulo 3, so bilden 1,4,7,10,13,16,... alle den Rest 1. Man kann sie also alle in eine
Klasse zusammenfassen, die durch einen Vertreter (z.B. die 1) reprasentiert wird. So braucht man
in diesem Falle nur die Klassen zu betrachten, die durch 0,1 und 2 vertreten werden. Man kann
dafur dann auch Operationen definieren, 2.B.2 = 3 = 0 mod 3, alsol +2 = 0, oder2+2 = 1.

Solche Restklassensysteme spielen in der Kryptographie eine gewisse Rolle.



