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Blatt 2 Musterlösungen

AUFGABE 9 :
Es werden die MengeM = {1, 2, 3, ..., 15} und ihre TeilmengenA = {1, 3, 5, 7, ..., 15}, B =
{4, 8, 12}, C = {2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, ..., 15} betrachtet. Bestimmen SieA∪B, A∩B, A∩C, C \B,
B \ C undB∆C.

Lösung:
Für die Vereinigung werden einfach beide Mengen zusammengenommen.

A ∪ B = {1, 3, 5, 7, ..., 15} ∪ {4, 8, 12} = {1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15}
Beim Schnitt werden alle Elemente genommen, die in beiden Mengen enthalten sind.A und B
besitzen aber keine gemeinsamen Elemente, weshalb der Schnitt von beiden leer ist.

A ∩ B = {1, 3, 5, 7, ..., 15} ∩ {4, 8, 12} = ∅
A und C besitzen gemeinsame Elemente. DaA alle ungeraden Zahlen enthält, erhält man alle
ungeraden Zahlen ausC.

A ∩ C = {1, 3, 5, 7, ..., 15} ∩ {2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, ..., 15} = {9, 11, 13, 15}
Um C \ B zu bilden, müssen alle Elemente vonB ausC entfernt werden.

C \ B = {2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, ..., 15} \ {4, 8, 12} = {2, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15}
Umgekehrt entfernt man fürB \ C alle Elemente vonC ausB.

B \ C = {4, 8, 12} \ {2, 4, 6, 8, 9, 10, 11, ..., 15} = ∅
Die symmetrische Differenz vonB∆C kann als(B \ C) ∪ (C \ B) gebildet werden.

B∆C = (B \ C) ∪ (C \ B) = {2, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15}∪ ∅ = {2, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15}

AUFGABE 10 :
Es seiA = {a, b, c, d, e} undB = {M |M ⊆ A}. Überprüfen Sie die folgenden Aussagen:
a)a ∈ B, b) {b} ∈ B, c) {a} ∈ A, d) A ∈ B, e)A ⊆ B, f) {a} ⊆ A,
g) ∅ ∈ A, h) ∅ ⊆ A, i) {∅} ⊆ A, j) ∅ ∈ B, k) ∅ ⊆ B, l) {∅} ⊆ B.

Lösung:
Nach der obigen Definition vonB gilt B = ℘(A). B enthält somit als Elemente sämtliche Teil-
mengen vonA.
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a) a ist kein Element vonB, daB nur Teilmengen vonA enthält.a ist aber keine Teilmenge
vonA, sondern ein Element vonA. Die Aussage ist daher falsch.

b) Es gilt{b} ⊆ A, weshalb{b} ∈ B wahr ist.

c) {a} ist eine Teilmenge, aber kein Element vonA. Die Aussage ist falsch.

d) A ∈ B ist wahr, daA ⊆ A gilt.

e) A ⊆ B ist falsch, weilB als Potenzmenge nur Teilmengen vonA enthält. Jede Teilmenge
vonB kann somit nur eine Menge aus Teilmengen vonA sein.

f) Es gilt a ∈ A weshalb die Menge{a} eine Teilmenge vonA ist. Die Aussage ist wahr.

g) Die leere Menge ist kein Element vonA, dies sind nura, b, c, d unde. Die Aussage ist falsch.

h) Die leere Menge ist eine Teilmenge vonA, da man sie bilden kann, indem man kein Element
ausA für die Teilmenge „auswählt“. Die Aussage ist wahr.

i) Nach g) ist die leere Menge kein Element vonA und somit{∅} auch keine Teilmenge vonA.
Die Aussage ist falsch.

j) Wegen h) ist die leere Menge eine Teilmenge vonA. Nach Definition vonB ist die Aussage
somit wahr.

k) Die leere Menge ist wegen der gleichen Argumentation wie bei h) eine Teilmenge vonB
(wie überhaupt von jeder Menge). Die Aussage ist wahr.

l) Da nach j) die leere Menge ein Element vonB ist, ist auch{∅} ⊆ B wahr.

AUFGABE 11 :
A, B, C undD seien beliebige Mengen. Untersuchen Sie die Richtigkeit folgender Gleichungen:

a) (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ B

b) A \ B = A ∩ (A \ B)

c) A = (A \ B) ∪ B

Lösung:
Um die Mengengleichheit zweier MengenA undB zu zeigen, ist es normalerweise am einfachsten
einzelnA ⊆ B undB ⊆ A zu zeigen. Außerdem geht man für solche Beweise meist auf ein festes,
aber beliebig gewähltes Element der jeweils linken Menge zurück.

a) Seix ∈ (A\B)∩C fest aber beliebig gewählt. Dann giltx ∈ A\B undx ∈ C. Dies bedeutet
aber auch, dassx ∈ A undx �∈ B undx ∈ C gilt. Dies ist nun gleichbedeutend mitx ∈ A
undx ∈ C undx �∈ B bzw.x ∈ A∩C undx �∈ B. Schließlich erhält manx ∈ (A∩C) \B.
Dax beliebig gewählt wurde folgt daraus(A \ B) ∩ C ⊆ (A ∩ C) \ B

Wählt man nunx ∈ (A ∩ C) \ B kann man obige Argumentation rückwärts verfolgen und
erhält(A ∩ C) \ B ⊆ (A \ B) ∩ C.

Insgesamt folgt also die geforderte Aussage der Mengengleichheit.
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(A \ B) ∩ C (A ∩ C) \ B

b) Seix ∈ A \ B fest aber beliebig gewählt. Dann giltx ∈ A undx �∈ B. Dies ist äquivalent
zur Aussagex ∈ A undx ∈ A undx �∈ B, was man inx ∈ A undx ∈ A \ B und somit in
x ∈ A ∩ (A \ B) übertragen kann. Die Rückrichtung ergibt sich auf die gleiche Weise.

c) Die AussageA = (A \ B) ∪ B ist im Allgemeinen falsch. EnthältB ein Element, das nicht
in A enthalten ist, so wird dieses durch die Vereinigung mitB der Menge(A \ B) ∪ B
hinzugefügt. Somit erhält man ein Element, dass in der Menge auf der rechten Seite der
Aussage enthalten ist, jedoch nicht auf der linken.

Die Gleichheit ist also falsch.

BA BA

A (A \ B) ∪ B

Wie man sieht kann man häufig Aussagen über Mengen auf logische Aussagen mit „und“ und
„oder“ zurückführen.

AUFGABE 12 :
Man erweitert Funktionenf : A → B oft zu FunktionenF : ℘(A) → ℘(B) auf Teilmengen, durch
F (x) = {y|y = f(x), x ∈ X} für X ⊆ A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen fürX, Y ⊆ A
gelten.

a) X ⊆ Y ⇒ F (X) ⊆ F (Y ),

b) F (X ∪ Y ) = F (X) ∪ F (Y ) und

c) F (X ∩ Y ) ⊆ F (X) ∩ F (Y )

Zeigen Sie außerdem, dass in c) die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt.

Lösung:

a) SeiX, Y ⊆ A fest, aber beliebig gewählt mit der EigenschaftX ⊆ Y . Dann ist zu zeigen:
F (X) ⊆ F (Y ).

Wählez ∈ F (X) beliebig. Dann gibt es nach Definition eina ∈ X mit z = f(a). Wegen
X ⊆ Y gilt aber aucha ∈ Y , worausz = f(a) ∈ F (Y ) folgt. Es ist also jedesz ∈ F (X)
auch inF (Y ) enthalten. Es gilt somitF (X) ⊆ F (Y ).
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b) SeiX, Y ⊆ A fest, aber beliebig gewählt. Dann ist zu zeigen:F (X ∪ Y ) ⊆ F (X) ∪ F (Y )
undF (X) ∪ F (Y ) ⊆ F (X ∪ Y ).

F (X ∪ Y ) ⊆ F (X) ∪ F (Y )
Seiz ∈ F (X ∪ Y ) fest aber beliebig gewählt. Dann gibt es eina ∈ X ∪Y mit z = f(a). Für
a gilt danna ∈ X odera ∈ Y .

1. Fall: Ista ∈ X, so folgt darausz = f(a) ∈ F (X).
2. Fall: Ista ∈ Y , so folgt darausz = f(a) ∈ F (Y ).

Somit istz in F (X) oderF (Y ) enthalten, alsoz ∈ F (X) ∪ F (Y ). Es folgtF (X ∪ Y ) ⊆
F (X) ∪ F (Y ).

F (X) ∪ F (Y ) ⊆ F (X ∪ Y ): Es sei nunz ∈ F (X) ∪ F (Y ). Dann existiert eina ∈ X oder
eina ∈ Y mit z = f(a). Damit gilt aber aucha ∈ X ∪ Y und somitz = f(a) ∈ F (X ∪ Y ).
Deshalb istF (X) ∪ F (Y ) ⊆ F (X ∪ Y ). Insgesamt gilt alsoF (X ∪ Y ) = F (X) ∪ F (Y ).

c) SeiX, Y ⊆ A fest, aber beliebig gewählt. Dann ist zu zeigen:F (X ∩ Y ) ⊆ F (X) ∩ F (Y ).

Wählez ∈ F (X ∩ Y ) beliebig. Daher gibt es eina ∈ X ∩ Y mit z = f(a). Dann ist auch
a ∈ X unda ∈ Y und somitz ∈ F (X) undz ∈ F (Y ). Es folgtz ∈ F (X) ∩ F (Y ). Daraus
folgt F (X ∩ Y ) ⊆ F (X) ∩ F (Y ).

Dass die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt, kann man sich relativ einfach überlegen.

Damit die Inklusion nicht gilt, muss man zwei verschiedene Elemente haben, die das gleiche
Bild unterf haben, ein Elementa1 ∈ X \Y , das inX jedoch nicht inY enthalten ist und ein
Elementa2 ∈ Y \ X, das inY jedoch nicht inX enthalten ist.

Wir wählen also einen GrundbereichA mit mindestens zwei Elementena1, a2 ∈ A mit
a1 �= a2.
Wählen wirX = {a1} undY = {a2}, so gilta1 �∈ X ∩ Y unda2 �∈ X ∩ Y undX ∩ Y = ∅.

Wir wählen weiter einen GrundbereichB mit mindestens einem Elementb ∈ B.
Wählen wirf : A → B mit f(x) = b für allex ∈ A, so giltf(a1) = b = f(a2).

Dann folgtb ∈ F (X) undb ∈ F (Y ) und somitb ∈ F (X) ∩ F (Y ).

WegenX ∩ Y = ∅ gilt jedochF (X ∩ Y ) = ∅.

F (X) ∩ F (Y ) ⊆ F (X ∩ Y ) gilt in diesem Fall also nicht.

AUFGABE 13 :
Die Fibonacci-Zahlenfn, n ∈ N+, seien definiert durchf1 = 1, f2 = 1 undfn+1 = fn + fn−1

(n ≥ 2). Beweisen Sie, dass für allen ∈ N+ gilt: ggT (fn, fn+1) = 1.

Lösung:
Diese Aufgabe lässt sich leichter lösen, wenn man vorher denggT etwas genauer betrachtet. Seien
a, b ∈ N. Es wird zuerst bewiesen, dass folgende Aussage gilt:

ggT (a, b) =




ggT (a, b − a), falls a < b

ggT (a − b, b), falls a > b

a, falls a = b
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Ist a = b, so giltggT (a, a) = a, daa|a gilt, und es keine größere Zahl gibt, diea teilt.
Dann kann man o.B.d.A. (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) annehmen, dassb > a sein soll.
(Die Aussage “ohne Beschränkung der Allgemeinheit” leitet einen Fall einer Fallunterscheidung
ein, hiera > b odera < b odera = b. Der Einschub o.B.d.A. bedeutet dann, dass der Beweis nicht
für alle Fälle gegeben wird, sondern nur für den einen Fall. Die Vervollständigung des Beweises ist
ohne Schwierigkeiten möglich, da nur sehr einfache Fälle nicht betrachtet werden oder die anderen
Fälle analog bewiesen werden können.)
Sei d = ggT (a, b). Um die Aussage zu beweisen, muss bewiesen werden, dassd ein Teiler von
b − a ist (Teil I), und dassd der größte Teiler ist, dera undb − a teilt (Teil II).

Teil I:
Ausd = ggT (a, b) folgt, dassa undb durchd teilbar sind. Damit gibt esx, y ∈ N mit a = dx und
b = dy. Daraus folgt

b − a = dy − dx = d(y − x)

Wegenb > a gilt auchy > x und somity−x ∈ N. Daher istb− a in den natürlichen Zahlen durch
d teilbar.

Teil II:
Der zweite Teil wird durch einen Widerspruchsbeweis bewiesen. Dazu wird zuerst angenommen,
dass die Aussage nicht gilt, um dann damit zu zeigen, dass dies unmöglich so sein kann. W ider-
spruchsbeweise werden häufig bei Aussagen eingesetzt, die eine gewisse Optimalität — hier die
Maximalität desggT — beinhalten. Wir nehmen daher an, dass es eine Zahle ∈ N gibt, mit
e = ggT (a, b − a) und e > d. Damit musse sowohla als auchb − a teilen. Es gibt deshalb
x, y ∈ N mit

a = ex undb − a = ey.

Daraus folgt

ey = b − a = b − ex | + ex

⇔ b = ey + ex = e(y + x).

Es ist auchy + x ∈ N, weshalbb durch e teilbar ist. Somit sind sowohla als auchb durch e
teilbar.e ist also gemeinsamer Teiler vona undb. Dae größer alsd angenommen wurde, ist damit
e = ggT (a, b). Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dassd = ggT (a, b) sein soll.
Die Aussage „e = ggT (a, b − a) unde > d“ muss daher falsch sein. Es gibt also keine größere
Zahl alsd, die sowohla als auchb − a teilt. Zusammen mit dem ersten Teil des Beweises ergibt
dies

ggT (a, b) = d = ggT (a, b − a), wennb > a

Für die Fibonacci-Zahlen kann man dann per Induktion die geforderte Aussage beweisen.

Induktionsanfang:

ggT (f1, f2) = ggT (1, 1) = 1

Induktionsvoraussetzung:
Die Aussage gelte fürfn, es sei alsoggT (fn−1, fn) = 1.
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Induktionsschritt:
Man betrachteggT (fn, fn+1). Wegenfn+1 > fn undfn+1 = fn + fn−1 folgt

ggT (fn, fn+1) = ggT (fn, fn+1 − fn) = ggT (fn, fn−1)
IV
= 1

und somit die Aussage.

KORREKTURAUFGABE 14 :
Überprüfen Sie die folgenden 2-stelligen Relation auf die Eigenschaften Symmetrie, Asymmetrie,
Antisymmetrie, Reflexivität, Irreflexivität, Transitivität und Alternativität. Geben Sie außerdem an,
ob es sich bei den Relationen um Äquivalenz- oder Ordnungsrelationen handelt.

1. „⊆“ ⊆ ℘(M) × ℘(M) (M - beliebige Menge) mitA ⊆ B ⇔ A ist Teilmenge vonB
(A, B ⊆ M)

2. „|“ ⊆ N+ × N+ mit a|b ⇔ a teilt b (a, b ∈ N+)

3. R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} ⊆ {1, 2, 3, 4}2

4. „verheiratet mit“⊆ H × H (H - Menge aller Menschen)

5. „weiß mehr als“⊆ H × H

Die Relationen 4 und 5 gehen nicht in die Bewertung ein.

Lösung:
SeienA, B, C ∈ ℘(M). Gilt A ⊆ B undB ⊆ A, so sind alle Elemente vonA auch inB enthalten
und umgekehrt. Es folgtA = B. Die Relation ist alsoantisymmetrisch. Ist A eine echte Teilmen-
ge vonB, kannB keine Teilmenge vonA sein, daB mehr Elemente enthält. Die Relation ist also
nicht symmetrisch. WegenA ⊆ A ist sie außerdemnicht asymmetrisch, da sonst die Gegenrich-
tung, also wiederA ⊆ A, nicht gelten dürfte (siehe Aufgabe 15). Aus dem gleichen Grund ist die
Relation auchreflexiv undnicht irreflexiv . Gilt A ⊆ B undB ⊆ C, so enthältB alle Elemente
ausA undC alle ausB. Damit besitztC auch alle Elemente ausA. Es gilt alsoA ⊆ C und „⊆“ ist
somit transitiv . BesitzenA undB jeweils verschiedene Element, so giltA �⊆ B undB �⊆ A. Die
Relation ist somitnicht alternativ . „⊆“ ist eine Ordnungsrelation.

Seiena, b, c ∈ N+. Wegena = 1 ·a folgt a|a, weshalb die Relationreflexiv undnicht irreflexiv ist.
Ausa|b folgt weiterhin, dass es einx ∈ N+ gibt mit b = ax. Würde außerdemb|a gelten, so gäbe
es einy ∈ N+ mit a = by. Es folgtb = ax = byx. Wegenx, y ∈ N+ muss daherx = y = 1 und
somita = b folgen. „|“ ist somitnicht symmetrisch, nicht asymmetrischundantisymmetrisch.
Gelte nuna|b undb|c, dann gibt esx, y ∈ N+ mit b = ax undc = by. Somit giltc = axy. Daraus
folgt a|c. „|“ ist alsotransitiv . Dass die Relationnicht alternativ ist, kann man mit einen einfachen
Gegenbeispiel zeigen, etwa2 � |3 und3 � |2. „|“ ist eine Ordnungsrelation.

Zur Betrachtung vonR müssen die einzelnen Paare überprüft werden. Wegen{(1, 1), (2, 2), (3, 3),
(4, 4)} ⊆ R ist R reflexiv undnicht irreflexiv . Wenn man alle Paare der FormaRa weglässt gibt
es kein Paar, mitaRb undbRa.

Es gilt1R2 aber nicht2R1.
Es gilt1R3 aber nicht3R1.
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Es gilt1R4 aber nicht4R1.
Es gilt2R3 aber nicht3R2.
Es gilt2R4 aber nicht4R2.
Es gilt3R4 aber nicht4R3.

Es gilt jedochaRa für alle a ∈ {1, 2, 3, 4}. Somit istR nicht symmetrisch, nicht asymmetrisch
undantisymmetrisch. Um die Transitivität zu prüfen, muss etwas mehr Aufwand betrieben wer-
den. Zu jedem(a, b) ∈ R und(b, c) ∈ R muss(a, c) ∈ R gelten. Die reflexiven Paare müssen dazu
nicht betrachtet werden, da sie keine Veränderung bewirken: Dass ausaRa und aRb folgt, dass
aRb gilt ist immer wahr.

Aus1R2 und2R3 folgt 1R3 ist wahr.
Aus1R2 und2R4 folgt 1R4 ist wahr.
Aus1R3 und3R4 folgt 1R4 ist wahr.
Für1R4 gibt es kein Paar, außer(4, 4), welches man transitiv hinzufügen kann.
Aus2R3 und3R4 folgt 2R4 ist wahr.
Für2R4 gibt es kein Paar, außer(4, 4), welches man transitiv hinzufügen kann.
Für3R4 gibt es kein Paar, außer(4, 4), welches man transitiv hinzufügen kann.

Damit istR transitiv . Für die Alternativität muss für alle Kombinationen vona, b ∈ {1, 2, 3, 4} mit
a �= b nachgeprüft werden, ob entweder(a, b) ∈ R oder(b, a) ∈ R ist.

a = 1, b = 2: (1, 2) ∈ R aber nicht(2, 1) ∈ R
a = 1, b = 3: (1, 3) ∈ R aber nicht(3, 1) ∈ R
a = 1, b = 4: (1, 4) ∈ R aber nicht(4, 1) ∈ R
a = 2, b = 3: (2, 3) ∈ R aber nicht(3, 2) ∈ R
a = 2, b = 4: (2, 4) ∈ R aber nicht(4, 2) ∈ R
a = 3, b = 4: (3, 4) ∈ R aber nicht(4, 3) ∈ R

Damit istR also auchalternativ . AuchR ist eine (sogar totale) Ordnungsrelation

Die Eigenschaften der Relation kann man auch gut an folgendem Diagramm ablesen.

1 2 3 4
1 + + + +
2 + + +
3 + +
4 +

Das Diagramm, und somit die Relation, ist nicht symmetrisch. Wenn es Elemente gibt, für die die
Relation in beiden Richtungen gilt, so stehen diese auf der Hauptdiagonalen. Dies bedingt die An-
tisymmetrie. Alle Stellen auf der Hauptdiagonalen sind belegt, was die Reflexivität anzeigt. Auch
Transitivität und Alternativität kann man hier relativ einfach daran erkennen, dass die gesamte rech-
te obere Dreiecksmatrix belegt ist. Dies ist im Allgemeinen nicht so einfach.
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„verheiratet mit“ istirreflexiv undnicht reflexiv, da man nicht mit sich selbst verheiratet sein kann.
SeienA, B, C ∈ H. IstA verheiratet mitB, so ist auchB verheiratet mitA. A undB müssen dabei
verschieden sein. Die Relation ist somitsymmetrisch, nicht asymmetrischund nicht antisym-
metrisch. Ist A mit B verheiratet undB mit C verheiratet, so ist dies (normalerweise) nur dann
möglich, wennC = A ist. Es ist aberA nicht mit sich selbst verheiratet, weshalb die Relationnicht
transitiv ist. Wählt man zwei Menschen aus, so sind diese nicht unbedingt verheiratet. Verheiratet
sein ist also auchnicht alternativ .

Wie sieht es nun mit „weiß mehr als“ aus? Man kann nicht mehr wissen als man selbst. Die Relation
ist daherirreflexiv undnicht reflexiv. SeienA, B, C ∈ H. WennA mehr alsB weiß, so kannB
nicht mehr alsA wissen. Mehr wissen ist alsoasymmetrisch, nicht symmetrisch. Aufgrund der
Asymmetrie gibt es nie ein Paar für das die Vorbedingung für Antisymmetrie gelten würde. Damit
ist die Relationantisymmetrisch. WennA mehr alsB weiß undB mehr alsC weiß, so weiß auch
A mehr alsC. Die Relation isttransitiv . Damit ist die Relation eine strenge Ordnung. Wählt man
nun zwei MenschenA undB, so weißA mehr alsB, B mehr alsA oder beide wissen gleich viel.
Sollten zwei Personen gleich viel wissen, so können sie durch diese Relation nicht in Verbindung
gebracht werden. Mehr Wissen ist alsonicht alternativ .

AUFGABE 15 :
Ist eine asymmetrische Relation immer irreflexiv? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung:
Für eine asymmetrische RelationR auf einer MengeM gilt immer

für allex, y ∈ M gilt: aus(x, y) ∈ R folgt (y, x) ∈ R gilt nicht

Würde(x, x) ∈ R für ein x ∈ M gelten, so dürfte daher die Relation für das umgekehrte Tupel
nicht gelten, d.h.(x, x) �∈ R. Daher kann die Relation nur irreflexiv sein.

AUFGABE 16 :
Seiena, b, n ∈ N. Ergebena und b bei Division durchn den gleichen Rest, so sagt man „a ist
kongruent zub modulon“, geschrieben:

a ≡ b mod n

Dies ist somit eine Relation aufN × N.

Beispiel:7 ≡ 2 mod 5, da7 ÷ 5 = 1 Rest2 und2 ÷ 5 = 0 Rest2.

Geben Sie die Eigenschaften dieser Relation an (siehe Aufgabe 14). Liegt eine Relation speziellen
Typs vor?

Lösung:
Seiena, b, c, n ∈ N

Reflexivität:
a ≡ a mod n, daa jeweils bei Division durchn den gleichen Rest liefert. Die Kongruenz ist daher
reflexiv und nicht irreflexiv.
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Symmetrie:
Gilt a ≡ b mod n, so lieferna und b bei Division durchn den gleichen Rest. Es gilt daher auch
b ≡ a mod n. Die Relation ist somit symmetrisch. Es folgt jedoch nicht, dassa = b sein muss,
weshalb keine Antisymmetrie vorliegt. Ebenso ist die Relation nicht asymmetrisch.

Transitivität:
Es geltea ≡ b mod n undb ≡ c mod n. Dividiert mana durchn so erhält man einen Restr. Auf-
grund der ersten Kongruenz erhält man diesen jedoch auch, wenn manb durchn teilt. Die zweite
Kongruenz bedeutet dann aber auch, dass bei Division vonc durchn der gleiche Restr heraus
kommt. Damit gilt aucha ≡ c mod n. Die Relation ist also transitiv.

Alternativiät:
Wählt manx, y ∈ N mit x �= y, so muss nicht unbedingt entwederx ≡ y mod n odery ≡ x mod n
gelten. Etwa4 �≡ 5 mod 3 und5 �≡ 4 mod 3. Es liegt also keine Alternativität vor.

Die Kongruenz ist damit symmetrisch, reflexiv und transitiv und somit eine Äquivalenzrelation.
Man benutzt Äquivalenzrelationen häufig um Äquivalenzklassen zu bilden. Das sind Mengen von
äquivalenten Elementen. Im Fall der Kongruenz nennt man diese Restklassen. Betrachtet man etwa
die Zahlen modulo 3, so bilden 1,4,7,10,13,16,... alle den Rest 1. Man kann sie also alle in eine
Klasse zusammenfassen, die durch einen Vertreter (z.B. die 1) repräsentiert wird. So braucht man
in diesem Falle nur die Klassen zu betrachten, die durch 0,1 und 2 vertreten werden. Man kann
dafür dann auch Operationen definieren, z.B.1+2 = 3 ≡ 0 mod 3, also1+2 = 0, oder2+2 = 1.
Solche Restklassensysteme spielen in der Kryptographie eine gewisse Rolle.
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