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Blatt 1 Musterlésungen

AUFGABE 1 :
Welche Aussagen sind wahr, welche falsch?

a) Furaller e Nqilt 0 < = + 1.
b) Es gibt einn € Nmitn < —n?.
c) Furallex e Rqilt x < x + 1.
d) Furallex € R gilt z < 22.
e) Wenn12345 - 98765 < 12349876 und(—4)? < 0, dannz? > 9.
f) Die Aussagg0 < 1 = 2 < 1) ist falsch.
g) Furallex e Rygilt: (x < 2’ =z <z +1).
h) Firaller € Rgilt: (z < 2+ 1 = z < z?).
LOsung:

In dieser Aufgabe soll die Bestimmung der Wahrheitswerte fir zusammengesetzte Aussagen geubt
werden. Das heil3t fur:

¢ Allaussagen:
Alle Einsetzungen Uberprifen, die mdglich sind (zumindest im Prinzip).

e Existenzaussagen:
Eine Einsetzung finden, die die Aussage wahr macht.

e Und-Aussagen, Oder-Aussage, Negation:
Beide Teilaussagen auf Wahrheitswert wahr Uberprifen.

e Wenn-Dann-Aussage
Dann-Aussage Uberprifen unter der Voraussetzung, dass Wenn-Aussage Wahrheitswert wahr
hat.

Fur die obigen Aussagen gilt:

a) Als Werte furz sind nur nattrliche Zahlen zugelassen. Wahrheitswert wahr, denn Einsetzung
x = 0 liefert 0 < 1. Alle weiteren Einsetzungen fir liefern noch gréRere Werte auf der
rechten Seite der Ungleichung.



b) Wahrheitswert wahr, denn Einsetzung- 0 liefert0 < 0 = —02. Alle weiteren nattirlichen
Zahlen als Einsetzungen fiiliefern Aussagen mit Wahrheitswert falsch. Aber eine passende
Einsetzung reicht fir den Wahrheitswert wahr der Existenzausssage.

c) Als Werte furz sind alle reellen Zahlen zugelassen. Wahrheitswert wahr, denn alle Einset-
zungen furr liefern Aussagen mit Wahrheitswert wabhr.

d) Wahrheitswert falsch, denn Einsetzung= 0 liefert 0 « 0 = 0%. Der Wahrheitswert von
x < x? ist falsch sogar fiir jede Einsetzung mit< = < 1. Alle weiteren reellen Zahlen
als Einsetzungen fiir liefern Aussagen mit Wahrheitswert wahr. Aber eine nicht passende
Einsetzung reicht fir den Wahrheitswert falsch der Allausssage.

e) Die Wenn-Dann-Aussage ist wahr, da der Wenn-Teil falsch ist. Dazu gentigt es sich den zwei-
ten Teil der Und-Aussage anzusehen, der falsch ist und damit die Und-Aussage. Andererseits
ist die Dann-Aussage wabhr, also die Wenn-Dann-Aussage wahr unabhangig vom Wert des
Wenn-Teils.

f) Die Wenn-Dann-Aussagé) < 1 — 2 < 1) ist falsch, da der Wenn-Teil wahr ist und der
Dann-Teil falsch. Die Aussage Uber diese Wenn-Dann-Aussage ist damit wahr.

g) Wahrheitswert wahr, denn nach c) ist fur alle Einsetzungavder Dann-Teil wahr. Ob der
Wenn-Teil wahr oder falsch ist, ist fir den Wahrheitswert der Wenn-Dann-Aussage in diesem
Fall ohne Belang.

h) Wahrheitswert falsch, denn Einsetzung= 0 liefert 0 ¢ 0 = 0%, aber0 < 1. Also ist
fur die Einsetzung: = 0 der Wenn-Teil wahr, aber der Dann-Teil falsch. Also ist fur diese
Einsetzung die Wenn-Dann-Aussage falsch und damit die Allaussage falsch.

AUFGABE 2 :
Welche Schlussfolgerungen sind korrekt?

a) r <y
Fur allea,b,c € Rgilt mita < baucha + c < b+ c.
—r+z<y+ =z

b) r<yundec <d
— <y

C) Fiurallex e Ngilt 0 < = + 1.
—0<27T+1

d) 9 < 27
— Es gibt einn € Nmitn? < n3.

e) r+2<y+2
Fur allea,b,c € Rgilt mita < baucha + c < b+ c.
= <y.

f) rT+2<y+2
Fur allea, b, c € Rgilt mit a < baucha 4+ ¢ < b+ c.
—x <.



LOsung:
Wir gehen immer davon aus, dass die Voraussetzungen der Schlussfolgerungen wahr sind. Zuséatz-
lich seiangenommen, dass die Variablen, = zuvor fest, aber beliebig aus dem Bereicgewéhlt

sind.

a) Dieser Schluss ist korrekt. (Siehe Vorlesungsfolie Anwendung von Wenn-Dann-Regeln, Folie
1-28) Hier wird die allgemeine Regel aber nicht mit konkreten Werte instantiiert, sondern mit
(zuvor im Beweis) fest, aber beliebig gewahlten Variablen.

b) Das Weglassen einer Teilaussage einer Und-Aussage ist immer erlaubt.
c) Der Schluss ist korrekt. Wir instantiieren die allgemeine Regel mit einem konkreten Wert.

d) Druckfehler:n € N stattz € N Der Schluss ist korrekt. Wir haben ein Beispiel, fur das die
Aussage richtig ist, daher kénnen wir auf die entsprechende Existenzaussage schliel3en.

e) Dieser Schluss ist korrekt, denn eine Einsetzungoen —2 fihrt zum gewtnschten Er-
gebnis. Allerdings miissen die Terme weiter ausgewertet werden mit Assoziativgesetzen und
Eigenschaften des Operators™

f) Dieser Schluss ist korrekt. Man beachte, dass y die Negation der Aussage > y ist.
Damit wird wie im Modus Tollens (Folie 1-26) geschlossen: Es gilt “nich2 < x+2” nach
Voraussetzung. Der Modus Tollens laf3t mit der Wenn-Dann-Aussage der Regel (Einsetzung
y fir a und z fur b sowie 2 fur ¢) den Schluss auf “nichy < z” zu. Diese Aussage ist
gleichbedeutend mit < y.

AUFGABE 3 :
Ein Alphabet> sei gegeben.

a) Geben Sie eine induktive Definition fur die Lange von Zeichenreittean, z.B.|abba| = 4.

b) Zeigen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion, dass die Lange jeder Zeichenreihe
(Zeichenreihev und zweimak am Ende) eine Lange von mindestens 2 hat.

LOsung:
Wir geben zunéchst eine zweite, etwas einfachere Definitiont¥ais in der Vorlesung. Hier wird
unmittelbar>* induktiv definiert, weshalb wir mit der leeren Zeichenreihe als Basiszeichenreihe

beginnen mussen:
1. Die leere Zeichenreiheist eine Zeichenreihe ik*.
2. Fur eine Zeichenreihe € X* und einen Buchstabenc ¥ istws eine Zeichenreihe ix*.
3. Nur so gebildete Zeichenreihen gehdrertzu

Die Lange|w| einer Zeichenkette kann induktiv definiert werden analog zur Definition der Menge
)Il

1.) Fur die leere Zeichenreihegilt |¢| := 0.

2.) Fir eine Zeichenreihe € ¥* und einen Buchstabenc X ist |ws| := |w| + 1.
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Folgen wir der Definition der Vorlesung definieren wir
1.) Fur jeden Buchstabenc X gilt |s| := 1.
2.) Fur eine Zeichenreihe € ¥* und einen Buchstabene ¥ ist |ws| := |w| + 1.

Fir die leere Zeichenreihe definieren wir nach= 0.
Grundsatzliches:
Eine Allaussage sei gegeben:

Fur allex € M gilt die Aussage £(z).

Wenn M eine induktiv definierte Klasse ist wie z.B. die natirlichen Zafieoder die Klasse der
aussagenlogischen Formeln, so kann die Behauptung mit Induktion gezeigt werden.

1) Induktionsanfang:
Zeige die Aussagé fur die Anfangselemente valy.

2) Induktionsvoraussetzung:
Die Aussagef gelte fur gewisse Elemente vaid.

3) Induktionsschluss:
Die Aussagef wird bewiesen fir Elemente valY, die mit Hilfe der Elemente der Indukti-
onsvoraussetzung aufgebaut werden kdnnen.

Es muss darauf geachtet werden, dass durch den in der Induktion nachgespielten Konstruktions-
prozess von Elementen i1 auchalle Elemente vonV/ gebildet werden kdnnen.

Zuruck zur Aufgabe:

Wir verwenden die einfachere erste Definition ¥ohund zeigen zunachst:

(%) Fur allew € ¥* gilt |w| > 0.

Induktionsanfang:

Es gilt nach Definitions| = 0 > 0.

Induktionsvoraussetzung:

Far einw € ¥* gilt |w| > 0.

Induktionsschluss:

Fur jeden Buchstaben € > konnen wir aus dieseme nach Definition ein neues Wotis € *
bilden.

z.z. Fur jeden Buchstabene X gilt |ws| > 0.

Sei alsos € X fest, aber beliebig gewahlt, dann gilt nach Definitjos| = |w|+1 >;v. 0+1 > 0.
Da s fest aber beliebig gewahlt war, folgt unsere Behauptung aus dem Induktionsschluss.
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist damit die Behauptuhgezeigt.

Nach Definition gilt nun firr ein festes, aber beliebiges >*

lwaa| = |w|+14+1>0+1+1=2.

Damit folgt die Behauptung der Aufgabe.



KORREKTURAUFGABE 4 (10 Punkte):
Das Alphabet: = {a, b, ¢} sei gegeben.

a) Geben Sie eine induktive Definition fur die Merigealler Zeichenreihen tiber dem Alphabet
2.

b) Geben Sie eine induktive Definition fur die Mengé., aller Zeichenreihen Gber dem Al-
phabet:, die mindestens zwei Buchstaben lang sind.

c) Geben Sie eine induktive Definition fur die Meng#;,;, aller Zeichenreihen tGber dem Al-
phabet:, in denen immer zwei gleiche Buchstaben aufeinander folgengziB.

d) Zeigen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion, dass jede Zeichenreih@d/useine ge-
rade Lange hat.

Losung:

a) Wir geben wie oben die einfachere Definition ¥ghan.

(a) Die leere Zeichenreiheist eine Zeichenreihe iR*.
(b) Fur eine Zeichenreihe € >* gehdren auch die Zeichenreihen, wb, we zu 3*.
(c) Nur so gebildete Zeichenreihen gehorertzu
b) (a) Die Zeichenreiheaa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc sind Zeichenreihen /..
Alternativ: Firs;, s, € X seis; s, eine Zeichenreihe if/>..

(b) Fur eine Zeichenreihe € M-, gehdren auch die Zeichenreihen, wb, wc zu M>..
Alternativ: Fuirs € X undw € M, ist auchws eine Zeichenreihe if/>s.

(c) Nur so gebildete Zeichenreihen gehoren\zy,.

c) (a) Die leere Zeichenreiheist eine Zeichenreihe in/y,;,.

(b) Fur eine Zeichenreihe € My, gehoéren auch die Zeichenreihema, wbb, wee zu
Mdub-

(c) Nur so gebildete Zeichenreihen gehorenVzy,,.
d) Induktionsanfang:
Es gilt|c| = 0, also ist die L&nge von gerade.

Induktionsvoraussetzung:
Fur eine Zeichenreihe € My, sei|w| gerade.

Induktionsschluss:
z.z.|waal, |wbb|, |wee| sind gerade.

Nach Definition gilt
lwaa| = |w| + 2, |wbb| = |w| + 2, |lwee| = |w| + 2
Da nach I.V.|w| gerade ist, muss damit aug@h| + 2, also|waal, |wbb|, |wce| gerade sein.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist damit die Behauptung bewiesen.



AUFGABE 5 :
Zeigen Sie mit vollstéandiger Induktion, dass flr einen Zeichenvatrat {ay,...,a,} vonm
Buchstaben die Anzahl der Zeichenketten mit gem&uchstaben genaw™ ist.

LOsung:
Die Behauptung in Zeichen:

VmeN: VImMit#X =m: VneN: #{we X ||w|=n} =m"

Der Wert firm und das Alphabet werden fest, aber beliebig gewahlt, die verbleibende Behaup-
tung wird mit Induktion Uber. gezeigt.

Seialsom € Nym > 1

undX¥ = {ay, ..., a,} ein Alphabet mitn verschiedenen Buchstaben.

Wir zeigen mit Induktion Uber die Aussage

Furallen € Ngilt #{w € ¥* | |w| =n} =m"

l.LA. Sein = 0.
Das leere Wort ist das einzige Wort mit Buchstaben.
= #wer | |w =0} =#{=1=m"

V. Fureinn € Nyn > 0 gelte#{w € ¥* | |[w| = n} = m".

.S. n—n+1
Voruberlegung:
Ein Wortw mit n + 1 Buchstaben besteht aus einem Anfangswadrt
mit n» Buchstaben und einem Endbuchstabeny:, alsow = w’b.
Zwei Worterw, undw- sind genau dann gleich, wenn sie buchstabenweise
Ubereinstimmen,
d.h. beiw; := w}b; undwy := whbs gilt w; = wy genau dann, wena|; = w), undb; = b, gilt.
Die verschiedenen Worter der Langer 1 lassen sich also eindeutig
aus den verschiedenen Wortern der Langkirch Anhangen der
verschiedenen Buchstaben ausrzeugen.
Es gilt daher:
#lweX | |lw=n+1}={wb|w € {we | |w| =n}be X}
=m"-m (nach 1.V.)
= m" . ml — m(n+1)
Mit Induktion folgt die zu Anfang genannte Behauptung.
Dam undX mit |X| = m fest, aber beliebig gewahlt waren, folgt die Behauptung der Aufgabe.

AUFGABE 6 :
Beweisen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion, dass fir jedes R mit x # 1 und jedes
n € N gilt:

+1

" ; 1—2z"
D

LOsung:
In dieser Aufgabe war ein Druckfehler: stattz™.
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Seiz € R mit z # 1 fest, aber beliebig gewahlt.
Induktionsanfangn = 0
0

Esgilt:Zayi:91:021:1 =3
— X — X

1=0
Induktionsvoraussetzung:

1—x_1—x1

| n ] 1— :L,nJrl
Fir einn € N mitn > 0 gelte: N
> 0 gelte:) | —
Induktionsschluss
1 _ (nt1)+
Z.Z. Z T v
n+1 n
Soat = St
=0 =0
1 —gnt!

= — " 42" nachlLV.
1—=z

1— anrl (1 - l.)l,nJrl

1—=x 1l—=x

1 — gntl i - x(n+1)+1

1—=x 1—=x

1 — :L.n—i—l + xn—‘,—l . x(n—i—l)—&-l

1—=x

1 — x(n-{—l)—&-l

11—z
Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die Behauptungz Bast, aber beliebig ge-
wahlt war, folgt die Behauptung der Aufgabe.

AUFGABE 7:
a) Geben Sie eine induktive Definition der Binomialkoeffizientemflie N undk € N mit

0< k<nan:
ny n-(n-1)-...-(n—k+1)
k 1-2-...-k

b) Es sei weiter definier(;) := 1. Zeigen Sie fiirz,y € R und allen € N mit Hilfe der
vollstandigen Induktion den allgemeinen Binomischen Satz

(z+y)" = ; (k)xky” ’



LOsung:

a) Wir definieren(}) induktiv Gberk € Nmit 0 < k < n.

b)

(@) Firk=1sei(}) =2

(b) Furo <k <nsei(,},) = (}) - %ﬂl)“

Wir sehen, dass eine induktive Definition auf Basis der nattrlichen Zahlen nicht unbedingt
den ganzen Grundbereich ausschopfen muss.

In diesem Fall kbnnten wir die Definition auch fkir> n weiterfihren, aber die Binomialko-
effizienten hétten alle den Wert 0.

Alternative Definition Uber die Fakultat n!
Wir definierenn! induktiv frn € N:
1) Furn =0 sei0! := 1.
2) Furn > 0sei(n+ 1)l :=n!-(n+1)
Durch Induktion tlbek kann mann dann zeigen

n!
El-(n —k)!

Diese Eigenschaft hatten wir auch zur Definition benutzen kdnnen.

VneN: VEeNmito <k <n: (Z):

Fur den Beweis dieser Behauptung bendtigt man zwei Hilfssatze, die hier nicht gezeigt wer-
den sollen:

e Firallen € Ngilt (%) = 1.

Motivierbar ist die Aussage durcl?) = 21 =]
e Firallen e Nundk e Nmito <k <n (") + (}) = ("}")

Motivierbar ist diese Aussage durch:

(") + ()
_ n-....(n—(k—=1)+1) + n..(n—k+1) _ n...(n—(k=1)+1)-k + nl(n—llj—i-l)

1 -(k—1) Ik 1..(k—-D)k

_ n-...-(n—(k:—1)+1)~k+n-...-(n:k+1) _ (me-(n—(k=1)41))(k+n—k+1) (n+1)-(n-....(n—(k—1)+1))
- 1.k o 1.k 1.k
= (")
k
Einfach beweisbar werden beide Aussagen mit der alternative Definition der Binomialkoef-
ﬁZienten dUI’Cf'(Z) - #Lk)'

Nun zur eigentlichen Behauptung:

Seienz, y € R fest, aber beliebig gewahlt.
Wir fihren eine Induktion tGbet € N.

Induktionsanfangn = 0

Es gilt: (z + y)° —Des. 1 = <8) 20900 = Z <2) gy 0F

0
k=0
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Induktionsvoraussetzung:

Fureinn € Nmitn > 0gilt: (z +y)" = (Z) akynF

k=0
Induktionsschluss:
n+1 n+1 b (ntT)—k
z.(z+y)"t = ( )x nH)—
(z+y) g% N y

(l‘ + y>n+1

= (z+y)" (z+y)

= O (Z) 2"y" %) . (x +y) nach LV.

k=0

£ QR ()

k=0
_ - nkJrlnk knkJrl
= 2 (e ()
k=0
n+1
o n k. n—k+1 n—k+1 H
= (k— ) +Z( ) Indextransformation
k=1
_ - n xkynkarl_i_ n xn+1yn7(n+1)+1 4 2Oy 0+1+Z 2 Yy E+1
=~ \k-1 (n+1)—1

_ n) 0, n—0+1 - n n k, (n+1)—k N\ nt1, n—n
= 7y + Z <( ) + ( )) Ty + "y
(0 — E—1 k n

O A N T A ) YW ey nt+1\
= n n "y Def. und Hilfssatz
0 M () F e (O B S0

k=1

1
n ;{:i— )xk;y(n-i-l)—k

n+1

I
(]

k=0
Mit dem Prinzip der vollstéandigen Induktion folgt die Behauptung

Vn e N: (x+y)”=2(k) ahyk
k=0

Dazx,y € R fest, aber beliebig gewahlt waren, folgt die Aussage

Ve,ye R: Vn e N: (x—i—y)”:Z(k) ghynk

k=0



AUFGABE 8:
Betrachten Sie die Meng¥. der naturlichen Zahlen ohrie d.h.N, = {1,2,3,...}. Fur Werte
x,y € N, bezeichnet deggT'(x, y) den grof3ten gemeinsamen Teiler voundy. Zeigen Sie, dass
gilt:

Ny = {g9T(z,y) | v,y € N, }

LOsung:

JederygT ist laut Definition vorygT eine natirliche Zahl. Also giltggT (z,y) | =,y € N} C N,

Fir jede naturliche Zaht gilt = = ggT'(x, ). Damit folgtN, C {ggT(z,y) | z,y € N, }.

Aus beiden Teilaussagen zusammen folgt die Mengengleichheit.

WICHTIG:

Zum Beweis einer Mengengleichheit ist zu zeigen, dass jedes Element der einen Menge auch Ele-
ment der anderen ist. Es sind also zwei Nachweise notig!

Hier noch eine zusétzliche Induktion, die ganz brauchbar ist:

AUFGABE:
Betrachten Sie den folgenden Beweis durch Induktion:

Behauptung: Wenn auf einem Parkplatz ein rotes Auto parkt, dann parken dort nur rote Autos.

Beweis: Induktion tiber die Anzahl der Autos

Induktionsanfangn = 1
Auf dem Parkplatz steht nur ein Auto und das ist nach Voraussetzung rot.

Induktionsvoraussetzung:
Steht untern Autos auf einem Parkplatz ein rotes, so sind alle rot.

Induktionsschrittn — n + 1

Auf einem Parkplatz stehen+ 1 Fahrzeuge, darunter ein rotes. Wir fahren nun ein Fahrzeug
vom Parkplatz herunter und zwar nicht das, von dem wir wissen, dass es rot ist. Nach Indukti-
onsvoraussetzung sind nun die restlichdfahrzeuge auf dem Parkplatz rot. Nun fahren wir
eines der roten Autos vom Parkplatz herunter und das eine andere wieder auf den Parkplatz
zurtick. Wieder sind nach Induktionsvoraussetzungralf@ahrzeuge auf dem Parkplatz rot.

Wir fahren nun das eine rote Auto auf den Parkplatz zurtick und haben insgesaimtote

Autos auf dem Parkplatz.

Wo liegt der Fehler in diesem Beweis?

LOsung:

Im Induktionsschritt: Wenn im zweiten Teil ein rotes Auto vom Platz gefahren wird und das zuvor
entfernte zurick, wird anschliel3end nicht mehr gepruft, ob die Induktionsvoraussetzung auch gilt.
Im Fallen = 1 haben wir namlich das einzige andere Auto vom Parkplatz gefahren und nur das
eine Auto mit der unbekannten Farbe steht wieder da. Auf dem Parkplatz steht also kein Auto, von
dem wir wissen, dass es rot ist. Die Induktionsvoraussetzung ist also NICHT anwendbar.
Alternativ kann man argumentieren, dass der Induktionsanfang falsch ist. Denn wenn man dort den
Fall n = 2 gezeigt hatte, ware der Beweis insgesamt korrekt.

10



