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KATHRIN TOFALL

Aufgabe 12.1 (Matrixoperationen). (3 Punkte)
Berechne Uber Q. Berechne Uber Z-.
1 2 3 1 2 3
@Hs5-13 0 -2 (iv5-13 0 -2
1 -1 0 1 -1 0
1 2 371 [3 -2 0 1 2 3] [3 -2 0
@ |13 0 =2 |+(1 0 2 v)[3 0 =21[|+]1 0 2
|1 -1 0 ] [0 1 2 |1 -1 0 ] [0 1 2
1 2 31 [3 -2 1 2 371 [3 -2
@Ggin (3 0 -2 1 0 (viy [ 3 0 =2 1 0
|1 -1 0 ] [0 1 |1 -1 0 ] [0 1
(1 2 3 5 10 15
L6sung. @i s5-13 0 -2 } = { 15 0 —10 ]
1 -1 0 5 -5 0

1 2 3 ] 3 -2 0 4 0 3
(i) 3 0 -2 (+]|1 0 2|=|4 00
1 -1 0 | 0o 1 2 1 0 2

1 2 3 ] 3 -2 1-34+2-1 1-(—2)+3-1 5 1
(iii)[3 0 -2 ~[1 0]:[ 3-3 3~(—)+(—2)~1]:[9 —8}

1 -1 0 0 1 1-34(=1)-1 1-(=2) 2 -2
1 2 3 5 10 15 5 3 1
ivy5-|3 0o —2|=|15 0 —10|=]1 0 4| inZy,
1 -1 0 5 -5 0 5 2 0
1 2 3 3 -2 0 4 0 3
v |3 0 —2|+|1 0 2|=|4 0 0]|inZ;
1 -1 0 0 1 2 1 0 2
1 2 3 3 =2 5 1 5 1
vi) | 3 0 —21|-l1 o |=|9 -8|=]2 6]inZs
1 -1 0 0 1 2 =2 2 5
O
Aufgabe 12.2 (Matrixmultiplikation). (5 Punkte)

Berechne die Produkte aller folgenden reellen Matrizen, soweit moglich:

2 Erkennen,
3 Rechnen




My=[1], Map=[1 2], Msz=[12 3],
1 1 2 1 2 3
M21__6] _[6 1] 23__610 ’
_1 1 1 2 3
M3z = , M3y = | 6 1 , Myz= |6 1 0
| 0 —1 | 0 -1 -3
Ldsung. OMHMH— M11M12—[1 2],M11-M13:[1 2 3],

(e]

Mig-My =[13 |, Mig- Moy =13 4], Myp-Myz=1[13 4 3],

o Myz-My =[13],Mi3-Msp=[13 1], Myzg-Ms3=[13 1 —6 |,
1 1 2 1 2 3
0M21'M11=[6],M21'M12=[6 12],M21'M13=[6 12 18]’
13 13 4 13 4 3
o May- Mz = [ 12 ],M22'M22 = [ 12 13 ],M22'M23 = [ 12 13 18 |
13 ] 13 1 13 1 —6]
o Mos-M31 = [ 12 s Moz-M3s = [ 12 13 ],M23'M33 = [ 12 13 18 |'
17 1 2 1 2 37
o Mgy -Myy=| 6 [,M31-Mip= |6 12 |, M3 -Miz3=| 6 12 18 |,
0 | 0 0 00 0
13 7 [ 13 4 13 4 3
o M3y-My = 12 |, M39-Moyy = 12 13 Mszo-Moz = 12 13 18
|6 | 6 -1 6 -1 0
[ 13 7] 13 1 13 1 -6
o M33-M31 = 12 ,M33-M32 = 12 13 ,M33-M33 = 12 13 18
=3 6 2 6 2 9
O
Aufgabe 12.3 (Gleichungssysteme uUber 7Z-). (6 Punkte)

(i) Bestimme alle Lésungen des Gleichungssystems

uber Z-.

3-$1+2-x2—|—1-x3+(—1)-x4 =1
0'$1+3'$2+2-IL‘3+ 0'[L‘4 =0
0-z1+1-zo+1-23+ 0-z4 =1
1-:L‘1+0'$2+0'IL‘3+(—1)'$4 =1



=31

-1]1/0

1 00

1 3 5 250
01 3 0(0(0
00 4 430
1 35 2510
01 3 0(0(0
0 01 030
01 3 0(0(0
001 030
00 0 130
1 00 0(4]0
01 0 0|50
0 01 030
000 130

v

-1l

—4-1
—4 -1
=31l

—92.

:

|

-1]1(0
0 (1]0
010]0
-1]|110

1 00
1
3

3 21

— 1
+ I
+1Vv

0
0

1
1

-1]1]0

1 3 5 250
013 000
01 1010
04 2 4,30
1 35 250
013 0(0(0
001 030
00 4 430
1 3 5 2510
013 0(0(0
001 030
00 0 1|30
1 3 00(5]0
01 0 0|50
001 030

1 00

Uber Z.

Losung. Auch hier I6sen wir die beiden Aufgabenteile wieder gleichzeitig:

(i) Bestimme alle Losungen der Matrixgleichung
Nach Schema F:

Geschickter:

-1

1 00




o O o
S O = O
O = OO
o o o
W W Ut
o O O O

Als Ldsung von (i) kbnnen wir dann [4 5 3 3]T ablesen. Entsprechend ist
die Losung von (i)): [0 0 0 o0]". O

Aufgabe 12.4 (Inverse Matrix). (7 Punkte)

Betrachte die Matrix

12 3 1
1003 -1 0| s

A=11 ¢ 1 4| €k
00 —1 1

Bestimme eine Matrix X € R***4 mit A - X = I,. (Hier bezeichnet I, die 4 x
4-Einheitsmatrix.) Beachte, dass damit die Spalten xq, =9, z3, £4 Von X die
Losungen der Gleichungssysteme A - z; = ¢; sind, wobei e; die i-te Spalte der
Einheitsmatrix ist.

Berechne zur Probe X - A.

Bemerkung: Man nennt X die zu A inverse Matrix.



Losung.
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Also haben wir als Inverse zu A hier A~ ! = [



Probe:
[1 2 3 1 15 —-10 —-14 41
0 3 -1 0 -1 1 1 -3
10 1 4 -3 2 3 -9
0 0 -1 1 -3 2 3 -8
[15-2-9-3 —-10+2+6+2 —-14+2+9+3 41-6-—-27-38
B -3+3 3-2 3-3 —9+9
| 15-3-12 -10+2+8 -14+3+12 41 -9 —32
| 3-3 -2+3 -3+3 9—8
[1 0 0 0
{0010 0
oo 10
0 0 01
O
Aufgabe 12.5 (Gleichungssysteme Uber R). (8 Punkte)

(i) Bestimme alle Lésungen des Gleichungssystems

1214229+ 4'(1)3—{— 5.1y :1,
321460+ 2-x3+ 1-24 =0,
0-214+0-29+10-23+14-24 =3

Uber R.

(ii) Bestimme alle Losungen der Matrixgleichung

12 4 51 | 0
36 2 1|-]"=1o0
00 10 14| |* 0
T4
Uber R.
Losung. Es handelt sich hier im Prinzip um zweimal die gleiche Aufgabe,
1 0
nur ist einmal der angegebene Vektor |0| und einmal |0|. Wir kénnen also
3 0
beide Aufgabenteile auf einmal 16sen:
(1 2 4 5[1]0] 1 2 4 ) 110
36 2 100 =31 =~ 0 0 -10 —14(-3]0 (—1)
[ 0 0 10 14|30 | |00 10 14| 310
[1 2 4 5 [1]0] 1 2 4 51110
~ |0 0 10 14|30 w001014301—10
| 0 0 10 14(3]0 | - |00 0 01010
(1 2 4 5|1]07] —4-1 120 -2[-210
7 3 7 3
| 00 0 0[0]0 1000 0] 0|0




Nach Durchfuhrung des Entzerrungsalgorithmus (siehe *Aufgabe 12.6) erhal-

ten wir:
1 2 0 -2[-%]o
0 -1 0 0| 010
0o 0 1 I]31o0
0 0 0 —-1}) 010
Die Losungsmenge von (i) ist dann:
1 3
FiN I
3 + A1 _0 + A2 7 A, A2 €R
10 5
0 0 -1
Entsprechend ist die Losungsmenge von (ii):
2] [}
Y R 9 A, A2 €R
0 5
0 -1
O
*Aufgabe 12.6 (Entzerrungsalgorithmus). (0 Punkte)

Oder: Wie man vereinfachte Gleichungssysteme ,,optisch* 16st.

Satz (Entzerrungsalgorithmus). Die Ld&sun-
gen eines Gleichungssystems Ax = b, dessen
Koeffizientenmatrix A bereits in Stufenform
ist, kann man wie folgt ablesen:

Enthélt A eine Nullzeile, deren Fortsetzung in
b nicht Null ist, so gibt es keine Lésungen.

Andernfalls gibt es Lésungen und wir erhal-
ten sie, indem wir

o Alle Nullzeilen in [A|b] streichen.

o Neue Zeilen der Form
[0...0 —10...0]0]

so einfligen, dass die Hauptdiagonale
nur 1 und —1 enthélt.

Die Spalten, in denen wir eine —1 eingeftligt
haben, spannen den Kern auf. Die aus b ent-
standene rechte Spalte ist eine spezielle L6-
sung.

Beispiel: Nach Gauf3elimination haben wir die
Koeffizientenmatrix

®

0
0
0

3
[Afp] = -2

[e=) O@O

0
0
O
0

erhalten. (Die Pivotelemente sind eingekreist.)
Nun sollen wir Nullzeilen streichen und Zei-
len mit einer —1 einfligen, sodass die Haupt-
diagonale nur 1 und —1 enthélt. Das sind hier
zwei Zeilen.

Aus diesem ,,entzerrten* Schema lassen sich
nun alle Lésungen leicht ablesen: Die Ldsun-
gen von Az = b sind nun genau die Vektoren

« Zeile einflgen.

« Zeile einfligen.
0 0 1+ Nullzeile.



der Form ten Spalte, die allgemeine L6sung des homo-
-1 3 1 genen Systems bekommen wir aus all den
2 —9 _9 Spalten, in die wir eine —1 eingefligt haben.
0Ol +X|-1]4+X]0
-3 0 1
0 0 -1

Eine spezielle L6sung haben wir aus der rech-

(i*) Uberprife den Satz im angegeben Beispiel.
(ii*) Uberpriife den Satz in weiteren Beispielen.
(iii*) Begrunde den Satz.

(iv*) Beweise den Satz. Hinweis: Das grof3te Problem hier ist, eine angemesse-
ne Notation zu finden.



