11. Musterlésung zu Mathematik fur Informatiker 1, WS 2003/04

KATHRIN TOFALL

Aufgabe 11.1 (Abzéhlbarkeit und Uberabzahlbarkeit). (3 Punkte)

(i) Zeige, dass die Menge der durch drei teilbaren nattrlichen Zahlen ab-
zahlbar ist.

Losung. Setze G = {3n|n € N}. Offenbar ist f: N — G, n — 3n bijek-
tiv. Somit ist die Menge der geraden nattrlichen Zahlen abzahlbar. (O

(if) Zeige, dass die Menge Q[i] = {a + ib|a,b € Q} der Gauldschen (rationa-
len) Zahlen abzahlbar ist.

Losung. Aus der Vorlesung (oder Brill, Satz 4.12) wissen wir, dass Q
abzahlbar ist. Wir haben

11 11 33 22 11 11
Q - {03 _13 1? _2a 23 _53 53 _ga ga _33 33 _4a4a _53 Ea _ga ga _Za Za _ga ga s } )
wenn wir Q in der dort angegebenen Reihenfolge und auch Null und die
Negativen aufzahlen. (Es werden die Briiche 2 aufgezahlt mitp + ¢ = k
und ggT(p,q) = 1 bei wachsendem & und p wachsend fur gerade £ und
fallend fuir ungerade. Achtung: In Abbildung 4.7 in Brill mussen noch die
Briche weggelassen werden, die nicht gektrzt sind!)

[NIE
NG
=
=

0 | 040i—0—1i O0+1i—0-2  042%—0—3i O0+3i—>0—3i O+ gi—>---

~

i o—l4 i —1—gi —14 4

\
\
N\
\
\
\
\

|
N
|
N
+
o
S
|
N
I
—
IS
|
N
+
—
IS
|
N
I
N
S
|
N
+
o
S
|
N
I

N
\
\
\
\

2 | 2400 2-1i 2410 2-2 2+42% 2-4i  2+L4i  2-1i 241
- §+0:'/;1i/';+1;/;21/1§+21 -1-% 14l 1oL 14l
I T U e P T
-3 §+0;/§1i/'§+11 -2 —r+42 L4 —1+li —I-Li 141
bl e i b bow pen 3n den don ben




1/2

172

(iii) Zeige, dass die Menge [0, %] der reellen Zahlen zwischen 0 und % je ein-

schliesslich, Uberabzahlbar ist.

Losung. Hier genigtes eine bijektive (=injektive und surjektive) Abbil-
dung h: [0, 1] — [0, 1] anzugeben. Nehmen wir nun an, dass wir [0, 1] ab-
zahlen konnen, also eine bijektive Funktion a: N — [0, 1] existiert. Dann
gibt es auch eine Abzéhlung von [0, 1], némlich hoa. Die gibt es aber laut
Vorlesung (oder Brill Satz 4.13) nicht. Das ist ein Widerspruch und also
ist [0, 1] Uberabzahlbar. O

Aufgabe 11.2 (Relationen und Eigenschaften). (2 Punkte)

Betrachte die Relation R = {(1,2),(2,1),(3,7),(4,1),(6,2)}.

(i) Stelle sie als Pfeildiagramm und bildlich als Teilmenge von {1,...,6} x
{1,...,7} dar, wie im folgenden Beispiel:
3 o o
2| e
1 o o
1 2 3 4
Losung. Pfeildiagramm: Relation als Bild:
7 .
1 6
1 5
2 4
3 2 3
2|0 °
4 7 1 ° °
6 123 45 6

(ii) Ist R eine Funktion?

Losung. Die Relation R ist eine Funktion, wenn R rechtseindeutig und
linkstotal ist. Da in dem Pfeildiagramm von keinem Element der linken
Seite zwei oder mehr Pfeile ausgehen, ist Rechtseindeutigkeit erfullt. Da
im Pfeildiagramm von allen Elementen der linken Seite ein Pfeil ausgeht,
ist R linkstotal und R somit eine Funktionvon {1,2,3,4,6} nach {1,2, 7}.

O

(iii) Ist R eine Funktion von {1,...,6} nach {1,...,7}?



Losung. Indiesem Sinne ist R keine Funktion, denn dann waére auf der
linken Seite des Pfeildiagramms noch die 5 mit zu beachten und von der
geht kein Pfeil aus. Somit ist die Linkstotalitat verletzt und R hier keine
Funktion. O

(iv) Ist R~! eine Funktion?

Losung. Nein. Die Rechtseindeutigkeitist verletztfurz.B.x =1,y = 2
und y = 4. O

Aufgabe 11.3 (Relationen und Eigenschaften). (6 Punkte)

Sei M die Menge aller Menschen. Beantworte und begriinde die folgenden
Fragen.

(i) Ist die Relation
G = {(z,y) € M x M |z ist Bruder oder Schwester von y oder z =y }
(a) eine Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Losung. o @G ist reflexiv, da fur alle x € M gilt x = z und somit
G(z,x).

o G ist symmetrisch. Wenn z Bruder oder Schwester von y ist, dann
muB auch y Bruder oder Schwester von z sein.

o @ ist transitiv, dann wenn z Bruder oder Schwester von y ist und
y Bruder oder Schwester von z ist, dann mul3 auch = Bruder oder
Schwester von z oder selbst z sein.

Somit handelt es sich bei G um eine Aquivalenzrelation.
o G ist nicht antisymmetrisch, da wenn z Bruder oder Schwester von
y ist, sofort y Bruder oder Schwester von x sein muf, also folgt aus

(z,y) € Gund (y,z) € G nicht unbedingt z = y, also ist G keine
Teilordnung und damit auch keine Ordnung. O

(ii) Ist die Relation
A ={(z,y) € M x M |z ist Vorfahr von y oder z = y}
(a) eine Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Losung. o A ist reflexiv, da fur alle z € M gilt x = x und somit
Az, z).
o A ist antisymmetrisch. Wenn x Vorfahr von y ist, dann kann y nicht
Vorfahr von z sein, also muB im Fall (x,y) € Aund (y,x) € A schon
x = y gelten.
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(iii)

(iv)

(V)

o A ist transitiv. Wenn z Vorfahr von y ist und y Vorfahr von z, dann
ist z auch Vorfahr von z.

o A ist nicht total. Gegenbeispiel: Hansel und Gretel sind Geschwi-
ster, also ist Hansel nicht Vorfahr von Gretel und Gretel auch nicht
Vorfahr von Hansel.

Also ist A eine Teilordnung.
o A ist nicht symmetrisch. Wenn Ulrich der GroRRvater von Niklas ist,

dann ist Ulrich Vorfahr von Niklas. Niklas aber ganz bestimmt nicht
Vorfahr von Ulrich. Also ist A keine Aquivalenzrelation. O

Ist die Relation N = {(z,y) € M x M |z ist Nachbar vony} (a) eine
Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Losung. Die Relation ist nichts von alldem, da sie nicht reflexiv ist. Man
kann schlecht sein eigener Nachbar sein.

Betrachtet man doch jeden als seinen eigenen Nachbar, so bleibt trotz-
dem, dass die Relation auch nicht transitiv ist. Der Nachbar unseres Nach-
barn (oder gar dessen Nachbar) ist meist nicht mehr unser Nachbar.

Damit ist die Relation weder eine Aquivalenzrelation noch eine Teilord-
nung oder gar eine Ordnung. O

(a) Ist die Relation V' = {(z,y) € M x M |y ist Mutter von z} eine
Funktion? (b) Ist V! eine Funktion?

Losung. o Vst linkstotal, da jeder eine Mutter hat.

o V ist rechtseindeutig, da niemand mehr als eine (biologische) Mut-
ter hat.

Damit ist V' eine Funktion.
o V~list nicht rechtseindeutig, da eine Frau mehr als ein Kind haben
kann.
o V~list nicht linkstotal, da eine Frau keine Kinder haben muR.

Also ist V! keine Funktion. O

Ist die Relation T = {(z,y) e Rx R|z —y € Z} (a) eine Aquivalenzre-
lation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Losung. o Die Relation T ist reflexiv,daz —z =0und 0 € Z.

o Die Relation T ist symmetrisch. Wenn =z — y € Z, dann ist auch
y—x=(-1)-(x—y) € Z,da—-1€Z.

o Die Relation T ist transitiv. Gegeben sind jetzt (z,y) € T'und (y, z) €
T,alsox —y € Zund y — z € Z. Betrachte jetzt z — 2:

r—z=zx—y+y—z=(—y)+(y—2).



Dax—yeZundy—z € Zist,dannauchz — z € Z.
Also ist T Aquivalenzrelation.
o Die Relation T ist nicht antisymmetrisch. Betrachte =,y € Z, etwa

z=0undy = 1,dannistauch immerz —y € Zundy —z € 7. Also
mufR hier bei (z,y) € T und (y, z) € T nicht z = y gelten. Also ist T

keine Teilordnung und auch keine Ordnung. O

(vi) Istdie Relation P = {(z,y) e Rx R|z +y € Z} (a) eine Aquivalenzre-
lation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Losung. Pistnichtreflexiv: n € R, aber n+ 7 ¢ Z,also (m,7) ¢ P. Also

ist P nichts von den dreien. O

Aufgabe 11.4 (Funktionen). (5 Punkte)

Untersuche die folgenden Funktionen auf Injektivitat und Surjektivitat. (Be-
weise Deine Antworten!)

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

c: NN, 2 23

Losung. Die Abbildung c ist nicht surjektiv, da nicht zu jedem y € N
ein z € N existiert mit y = z3. Also: nicht jede naturlich Zahl ist dritte
Potenz einer anderen natiirlichen Zahl. Beispiel: Az € N mit z3 = 2.
Aber c ist injektiv, da fur alle =,y € N gilt: Wenn z # y, dann ist auch
z3 # 13, (Genauer: Aus 0 < z < y folgt 0 < 23 < »3 und...) O

fR=R zw— 23

Losung. Die Abbildung f ist surjektiv, da zu jedem y € Reinz € R
existiert mit y = 3. Also: Jede reelle Zahl hat eine reelle dritte Wurzel.
Aullerdem ist ¢ auch injektiv, da fur alle =,y € R gilt: Wenn z # y, dann
ist auch 23 # y3. (S.0.) Damit ist f bijektiv. O

m: 7, — Lo, © — x mod 42.

Losung. Die Abbildung m ist surjektiv, da fur alle y € Z4 ein z € Z
existiert mit y = = mod 42. m ware injektiv, wenn fur alle z,y € Z: z #
y = (x mod 42) # (y mod 42). Das ist aber falsch, wie man z.B.an z = 3
und y = 45 sieht. O

w:Rsog = R, = w(x+1)(z —1).

Losung. Die Abbildung w waére surjektiv, wenn fur alle y € Reinz €
R existierte mity = z(x + 1)(z — 1). Das ist aber nicht der Fall, wie das
Beispiel y = —2 belegt. Der Ausdruck z(z + 1)(z — 1) kann nur negativ
werden, wenn z € (0, 1). Dann aber ist der Betrag des Ausdrucks viel zu
klein um jemals die 2 zu erreichen. w ist nicht injektiv, da fur z; = 0 und
z9 = 1 gilt: w(z1) = 0 = w(xy) aber 1 # . O



V) p: Z — 75, e 2°.
()p 13»

Losung. Die Abbildung p ist surjektiv, da fur alle y € Z{5 ein z € Z
existiert mit y = 2%: p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 4, p(3) = 8, p(4) = 3,
p(5) = 6,p(6) =12, p(7) = 11, p(8) = 9, p(9) = 5, p(10) = 10, p(11) =7
und fur p(12) gilt dann wieder p(12) = 1.

p ware injektiv, wenn fur alle z,y € Z: x # y = 2% # 2Y. Das ist aber
falsch, da z.B. 2'3 = 2 mod 13 und 2! = 2 mod 13. O

Aufgabe 11.5 (Schubfachprinzip). (2 Punkte)

Du ziehst Kugeln aus einer Urne, in der sich 10 rote und 10 griine Kugeln
befinden. Wieviele Kugeln musst Du ohne Zuriicklegen ziehen, um sicher zu
sein, dass Du wenigstens zwei gleiche bekommst? Beweise Deine Antwort.

Losung. Nach drei gezogenen Kugeln sind in jedem Fall zwei gleichfarbige
dabei, da drei Kugeln auf zwei Schubfécher ,,rot* und ,,grin* verteilt werden
mussen und 2 < 3 ist.

Formaler: Wir betrachten die Funktion f auf der Menge Z der gezogenen Ku-
geln, die jeder Kugel eine Farbe aus der Menge {rot, grin} zuordnet. Hat Z
mehr Elemente als es Farben gibt und das ist bereits fur #7 = 3 der Fall, so
kann f nicht injektiv sein, und das heif3t, dass zwei der gezogenen Kugeln die
gleiche Farbe haben. O



