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Aufgabe 6.1 (Teilbarkeit). (2 Punkte)

Seien �� �� �� �� � � �. Zeige:

(i) � � � � � � � �� � � �� � � � � � ��.

Lösung. Aus � � �� � � � folgt, dass �� � � � existieren mit � � � � � und
� � � � �. Also können wir in �� � �� wie folgt � und � ersetzen:

��� �� � ���� ��� � � � ���� ����

Also gilt � � ��� � ���. �

(ii) � � �� � � � � � �� ggT��� �� � �.

Lösung. Sei 	 �� ggT��� ��. Dann gilt offensichtlich 	 � � und 	 � �. Mit
(i) folgt 	 � ��� ��, das ist 	 � �. �

Aufgabe 6.2 (Primfaktorzerlegung, ggT, kgV). (7 Punkte)

(i) Seien 
� � � �. Zeige: 
 � � � min�
� �� �max�
� ��.

Lösung.

1. Fall 
 � �: min�
� ���max�
� �� � 
� �.

2. Fall � � 
: min�
� ���max�
� �� � � � 
 � 
� �.

3. Fall 
 � �: min�
� ���max�
� �� � 
� 
 � �� � � 
� �. �

Seien  � ��� , ��� � � � � �� prim und paarweise verschieden, ��� � � � � ��� ��� � � � � �� �
� .

(ii) Zeige: Für � � � gilt:

� � ����� � � � � � �
��
� �

�� 	 ��� � � � � �� � � � � ���� � � � � � �
��
� � �� 
 �� � � � � � �� 
 ���
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Lösung.

„�“ Es gibt also ein � � ��� mit � � � � ���� � � � � � ���� . Zuerst nehmen wir
an, � hätte einen Primfaktor �, der nicht in ��� � � � � �� enthalten ist. Dann
enthält auch ��� diesen Primfaktor, also auch ���� �� � ���

��
� , imWiderspruch

zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Also besitzt � höchstens die
Primfaktoren ��� � � � � �� und es existieren ��� � � � � �� � � mit � � ���� �� � ���

��
� .

Das ist der erste Teil der Behauptung. Nehmen wir nun an, für ein � � �
mit � 
 � 
 � würde �� � �� gelten. Wir können der Einfachheit halber
annehmen, dass � � � gilt, indem wir gegebenenfalls die Primzahlen
��� � � � � �� umnummerieren. Indem wir

���� � � � � � �
��
� � � � ���� � � � � � �

��
�

durch ���� teilen, erhalten wir

������� � ���� � � � � � �
��
� � � � ���� � � � � � �

��
� �

Da ��� �� � � ist, ist �� ein Primfaktor der linken Seite. Da aber ��� � � � � ��
nach Voraussetzung alle von �� verschieden sind, ist �� kein Primfak-
tor der rechten Seite, was erneut ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung ist.

„�“ Seien also ��� � � � � �� � � mit � � ���� � � � � � �
��
� � �� 
 �� � � � �� �� 
 ��.

Wegen

� � ������� � � � � � ������� � ���� � � � � � �
��
� � �

�����
� � � � � � ������� � ���� � � � � � �

��
�

gilt � � ����� � � � � � �
��
� �. �

Wir erinnern an die Definition des ggT:

Definition (ggT). Seien 
� � � � . Eine Zahl 	 � � heißt größter gemeinsamer
Teiler von 
 und � genau dann, wenn

Æ 	 � 
 und 	 � � gilt (	 ist ein gemeinsamer Teiler), und

Æ �� � � � � 
 � � � �� � � 	 gilt (jeder gemeinsame Teiler � teilt 	).

Wir schreiben dann auch 	 � ggT�
� ��.

(iii) Zeige: ggT����� � � � � � �
��
� � �

��
� � � � � � �

��
� � � �

min�������
� � � � � � �

min�������
� .
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Lösung. Wir rechnen die Eigenschaften aus derDefinition des ggT nach
mit 
 � ���� � � � � � �

��
� , � � ���� � � � � � �

��
� und 	 � �

min�������
� � � � � � �

min�������
� .

Wegen min���� ��� 
 �� � � � � �min���� ��� 
 �� folgt mit (ii), dass 	 � 

gilt. Analog erhält man 	 � �.

Sei nun � � �mit � � ����� � � � � � ���� �� � � ����� � � � � � �
��
� �. Dann existieren nach

(ii) ��� � � � � �� � � mit � � ���� � � � � � ���� und �� 
 �� � � � � � �� 
 �� sowie
�� 
 �� � � � � � �� 
 ��. Also gilt für alle �, � 
 � 
 : �� 
 min���� ���.
Wiederum mit (ii) folgt daraus � � 	. �

Die Definition des kgV ist ganz analog zu der des ggT:

Definition (kgV). Seien 
� � � � . Eine Zahl � � � heißt kleinstes gemeinsames
Vielfaches von 
 und � genau dann, wenn

Æ 
 � � und � � � gilt (� ist ein gemeinsames Vielfaches), und

Æ �� � � 
 � � � � � � � � � � gilt (jedes gemeinsame Vielfache � ist ein
Vielfaches von �).

Wir schreiben dann auch � � kgV�
� ��.

(iv) Zeige: kgV����� � � � � � ���� � ���� � � � � � �
��
� � � �

max�������
� � � � � � �

max�������
� .

Lösung. Wir rechnen die Eigenschaften aus derDefinition des kgV nach
mit 
 � ���� � � � � � �

��
� , � � ���� � � � � � �

��
� und � � �

max�������
� � � � � � �

max�������
� .

Wegen �� 
 max���� ��� � � � � � �� 
 max���� ��� folgt mit (ii), dass 
 � �
gilt. Analog erhält man � � �.

Sei nun � � �, � � ���� � � � � � ���

� � �����

��� � � � � � �
��

� , mit 
 � � � � � �. Dann sind
nach (ii) �� 
 ��� � � �� �� 
 �� sowie �� 
 ��� � � �� �� 
 ��. Also gilt für
alle �, � 
 � 
 : ��  max���� ���. Wiederum mit (ii) folgt daraus � � �.�

(v) Seien �� � � � . Zeige: ggT��� �� � kgV��� �� � � � ��

Lösung. Sei � � ���� � � � � � ���� die Primfaktorzerlegung von � und � �

���� � � � � � �
��
� die von �. Dann gilt mit (iii) und (iv):

ggT��� �� � kgV��� �� � �
min�������
� � � � � � �min��������

� �
max�������
� � � � � � �max��������

� �
min��������max�������
� � � � � � �min��������max��������

(ii)
� ������� � � � � � �������

� ���� � � � � � �
��
� � �

��
� � � � � � �

��
�

� � � �� �
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(vi) Betrachte � � � ��	 ��
 ��� und � � � 
�� �� 	�. Berechne (von Hand)
ggT��� �� und kgV��� ��. [Tipp: Primfaktorzerlegung ist hier nicht not-
wendig.]

Lösung. Der Euklidische Algorithmus arbeitet mit Divisionenmit Rest.
Zuerst wird hier � durch � geteilt:

� 
�� �� 	� � � ��	 ��
 ��� � 
 � 	� ���
� 
�� �� 

�

	� ���

Dann wird � durch den Rest dieser Division geteilt:

� ��	 ��
 ��� � 	� ��� � �� 	�	 � �
	�� ��
�
 ��

��	 �	
� �	� �
�
 
�� �
� �� ��

 ��� ��
�

 ���
�

 ���

�

Also ist hier der ggT von � und � genau 	� ���. Um jetzt das kgV zu
berechnen, benutzen wir die Formel aus (v):

kgV��� �� �
� � �

ggT��� ��
�

� ��	 ��
 ��� � � 
�� �� 	�

	� ���

� �� 	�	 � � 
�� �� 	�

� � ��� �� �
� �
�� �

Aufgabe 6.3 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). (5 Punkte)

Betrachte den folgenden Algorithmus:

Algorithmus. Erweiterter Euklidischer Algorithmus.
Eingabe: 
� � � �.
Ausgabe: � � � , �� ��� �� � � für � 
 � 
 � � �, und �� � � für � 
 � 
 �, wie

unten berechnet.

1. � � 
, � � �.
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2. �� � �, �� � �.
3. �� � �, �� � �.
4. �� �.
5. While � �� � do 6–10
6. �� � ��� quo �.
7. ��� � ��� � ���.
8. ���� � ���� � ����.
9. ���� � ���� � ����.
10. �� �� �.
11. �� �� �.
12. Return �, �, ��, �� für � 
 � 
 �� �, und �� für � 
 � 
 �.

(i) Führe den Algorithmus für 
 � 
�	 
� und � � ��� 		 durch. Notiere �
sowie in einer Tabelle �, �, ��, ��, ��.

Lösung.

� Kommentar � �� �� ��
� 
�	 
� � � �
� ��� 		 � � �

 
�	 
� � � � ��� 		 � 
�	 
� 
�	 
� � � �
� ��� 		 � � � 
�	 
� � �� ��� �� ��� � �� �
� 
�	 
� � � � �� ��� � �� 	�� �� 	�� 
 � ��
 �� ��� � 
 � �� 	�� � �
 �
 �
 �
  ��� �
� �� 	�� �  � �
 �
 � � ��� � ��� � 	 ���
� �
 �
 � � � � ��� � � ��� � ��� � ��� �	
� � ��� � � � � ��� � ��� ��� �� �
	 ��
	 � ��� � �� � ��� � � � � �� ��� � 
�	
�� ��� � � � � � �� �� � �� ��� �� ���
�� � � � � �� � � � � ��� 
� �
 �	

und � � ��.

Zur Probe prüfen wir — wie immer! — die letzte Zeile nach: ��� 
� �

�	 
� � �
 �	 � ��� 		 � �. Tatsächlich ist �� 
�� � ��� 		��� und
�� ��
 � �
�	 
����. So etwas gilt immer, wie man zeigen kann: ���� �
���	, ���� � �
�	, wobei 	 der ggT von 
 und � ist. Sind 
 und � teiler-
fremd ist das besonders einfach zu sehen! Diese bedeutet dann nämlich
��� � 
 � ��
� � � � � oder ���� � 
 � �
� � � � �.

Also ist der ggT hier �� und

�� � ��� � 
� ��� � � � �� 
�� � 
�	 
�� � ��
 � ��� 		� �

(ii) Zeige, dass für � 
 � 
 �� � gilt: � � �� � 
� �� � �.
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Lösung. Wir zeigen das Geforderte durch Induktion:

Induktionsanfang:

Für � � � gilt � � 
 � � � 
 � � � � � �� � 
 � �� � �.

Für � � � gilt � � � � � � 
� � � � � �� � 
� �� � �.

Induktionsschritt �� �� �� � � �, solange � 
 �:

��� � ��� � ���

� ����
� ������ �� ���
� ����

� ����
� ������ ����
� �����

� ����� � ����� 
 � ����� � ����� �

� ����
� ������ �

(iii) Schließe, dass es ganze Zahlen �� � � � gibt mit ggT�
� �� � � � 
� � � �.

Lösung. Da der Euklidische Algorithmus im Erweiterten Euklidischen
Algorithmus enthalten ist, ist � der ggT der eingegebenen Zahlen und
das kann nach (ii) dargestellt werden als � � �� � 
� �� � �. �

Aufgabe 6.4 (Mersenne-Zahlen). (4 Punkte)

Ziel dieser Aufgabe ist es folgenden Satz zu zeigen.

Satz. Wenn die Mersenne-Zahl 
� � � prim ist, dann ist � prim.

Dazu ist zu zeigen, dass für 
� � � �	� die Zahl 

� � � zusammengesetzt ist.

(i) Bestimme die Binärdarstellung von 
� � �. (Mit Beweis!)

Lösung. Wir zeigen per Induktion �� � � 
� � � � �� � � � �� �� �
�

��.

Induktionsanfang � � �: 
� � � � � � ����.

Es ist auch möglich den Induktionsanfang für � � � zu machen: 
�� � �
� � ���. Dass die leere 
-adische Darstellung gleich � ist, scheint auf den
ersten Blick zwar etwas komisch, passt aber in den Rahmen; denkt an ein
entsprechendes Programm.
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Induktionsschritt �� � � �:


��� � � � 
��� � 
 � �

� 
 �
�

� � �

�
� �

IV
� ����� � �� � � � �� �� �

�

� � ����

� �� � � � �� �� �
�

�� � ����

� �� � � � �� �� �
���

�� �

(ii) Bestimme die Binärdarstellung von �
� � ���
�� � 
�� � ��.

Lösung. Aus (i) kennen wir die Binärdarstellung von 
��� und die des
andern Faktors besteht offensichtlich fast nur aus Nullen, außer an den
Stellen �, �� und �
:

���� ������ � �� � � � ��� �� �
��

� � � � � �� �� �
��

���

� �� � � � �� �� �
�

� � � � �� �� �
��

� � � � �� �� �
�

� � � � �� �� �
�

� � � � �� �� �
�

�� �

(iii) Zerlege die Zahl


 �� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ������

in Faktoren.

Lösung. Offensichtlich kommt der Faktor �� ������ � ������ häufig in
dieser Zahl vor:


 ��� �������

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��������

ImDezimalsystem durch Zweierpotenzen ausgedrückt, bedeutet das hier:


 � �
� � 
�� � �
�� � 
�� � 
�� � 
�� � 
�� � 
���

(iv) Bestimme die 
�-adische Darstellung von 
����. [Man könnte die Ziffern
wiederum 
-adisch darstellen.]

Lösung. Die 
�-adische Darstellung von 
�� � � ist

���� ��� ��� ��� ��� ��� �����
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oder

��� ������� �� ������� �� ������� �� ������� �� ������� �� ������� �� ��������� �

Die Länge dieser Darstellung ist �. �� � 
� � � kann man nach (i) binär
darstellen als �� ������. Die Länge hier ist . �

(v) Schreibe 
�� � � als echtes Produkt.

Lösung. Nach (iv) wissen wir, daß �� ein Faktor dieser Zahl ist:


�� � � � �� ������ � ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �������

Die dezimale Faktorisierung ist dann 
�� � � � �� � � �
� ��� ��
 ��� ���.
Der zweite Faktor läßt sich natürlich noch weiter zerlegen, aber die Zer-
legung ist aus der Binärdarstellung nicht ersichtlich. �

(vi) Bestimme die 

-adische Darstellung von 

� � �.

Lösung. Die Darstellung ist von der Form �

 � �� � � � � 

 � �� �� �
�

��� wie fol-

gende Rechnung zeigt:

�

 � �� � � � � 

 � �� �� �
�

��� �
����
���

�

 � �� � �

��

� �

 � �� �
����
���

�

��

(Mit geometrischer Summe) � �

 � �� �
�

�	���
�� � �



 � �

� �

 � �� �


� � �



 � �

� 

� � �� �

(vii) Schreibe 

� � � als echtes Produkt. Beweise den Satz.

Lösung. Nach (vi) gilt 

��� � �

 � ���
����

��� �


��. Wir bemerken, dass

hier keiner der beiden Faktoren gleich � ist.

Beweis (Satz). Nach Voraussetzung ist 
� � � prim. Wenn wir anneh-
men, dass � nicht prim ist, dann gibt es Zahlen 
� � � �	� mit � � 
�.
Aber dann ist ja 
� � � � 

� � � zusammengesetzt, wie wir gerade gese-
hen haben, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist unsere Annah-
me, dass � nicht prim sei, falsch und der Satz bewiesen. �

�
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Aufgabe 6.5 (Induktion). (3 Punkte)

Sei � eine Formel mit einem Parameter. Beweise:

�� � �
� �
�� � �� ����

�
� ����

	
�� �� � � �����

In Worten: Wenn für jedes � � � aus der Gültigkeit der Formel � für alle � � �
mit � � � auf die Gültigkeit von � für � geschlossen werden kann, dann gilt �
für alle natürlichen Zahlen.

Tipps: Was bedeutet die Voraussetzung für � � �? Betrachte versuchsweise
einige weitere kleine �. Bezeichne mit ���� die Aussage �� � �� ���� und
betrachte diese.

Bemerkung: Das ist eine abgewandelte Form der vollständigen Induktion. Hier
kannman alle vorher erreichten Zwischenergebnisse im Induktionsschritt nut-
zen und braucht verblüffenderweise keinen separaten Induktionsanfang.

Lösung. Wir nehmen an, dass �� � �
�
�� � � ����

�
� ���� gilt, und zeigen

per Induktion: �� � � ����.

Induktionsanfang � � �: Zu zeigen ist ���� � �. Das stimmt, weil der All-
quantor in � über eine leere Menge quantifiziert. Fertig.

Fall � � � als vertrauenschaffende Maßnahme: Zu zeigen ist ���� � ����.
Wenn wir die Annahme für � � � lesen, haben wir:

��� � � � ������ �����

Da links über nichts quantifiziert wird, ist dies wahr und also gilt ����. Damit
ist auch der Fall � � � bewiesen.

Induktionsschritt � � � � �: Wir wissen nach Induktionsvoraussetzung, dass
���� � ������ � �������� gilt. Zu zeigen ist ������ � ������ � �������������.
Die Annahme für � gelesen bedeutet ���� � ����. Also haben wir ���� und
zusammen mit ���� ist das ja schon ��� � �� � ���� � � � � � ��� � �� � ����.
Damit ist der Induktionsschritt auch erledigt.

Wir haben also
�� � � �����

woraus sich wegen ������� ���� sofort die Behauptung �� � � ���� ergibt.
�
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Aufgabe 6.6 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). (3 Punkte)

Berechne den ggT 	 von 
 und � und eine Darstellung der Form 	 � �
� ��.

Æ 
 � � �	 und � � 
 ��.

Lösung.

� � �� �� �� Kommentar
� � �	 � � �
� 
 �� � � �

 � 

� 
 � �� � �	 � � � 
 �� � � 

�
� ��
 	 �
 � 
 �� � 
 � � 

� � ��

� �� � �� ��� � 

� � 	 � ��
 � ��
 � � ��� �� ��
 � � � �� � �

Probe: ��� � ��	 � �� � 
�� � ��

Also 	 � ��, � � �	 und � � �
�, somit �� � �	 � ��	� 
� � 
��. �

Æ 
 �  	�� und � � � �		.

Lösung.

� � �� �� �� Kommentar
�  	�� � � �
� � �		 � � �

  	�� � � �  	�� � � � � �		 �  	��
� �
� � �� � � �		 � � �  	�� � �
�
� 
�� � 	 ��  	�� � � � �
� � 
��
 	� 
 �
� 
 �
� � � � 
�� � 	�
� 
� � � �� 
�� � 
 � 	� � 
�
� � � ���� ��� 	� � � � 
� � �
� � � 	� ��� 
� � � � � � �

Probe: 	� � 	��� �� � ��		 � ��

Also 	 � �, � � �

� und � � �		, somit � � �

� � 	�� � �		 � ��		. �

Æ 
 � ��� und � � ���.
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Lösung.

� � �� �� �� Kommentar
� ��� � � �
� ��� � � �

 
�� � � �� ��� � � � ��� � 
��
� ��� � �� 
 ��� � � � 
�� � ���
� �	 � 
 �� 
�� � � � ��� � �	
  � ��  ��� � � � �	 � 
� �� �  �� �	 � � �  � ��
� 
� � �� ��  � � � �� � 
�
� �� � �� �
� �� � � � 
� � ��
	 � � �
� �� 
� � � � �� � �
��  � �� � �� � � � � � 
�� � � � �	 � � � �  � �
�
 
 � �	 ����  � � � � � 

�� � 
 ���� ��� � � � � 
 � �
�� � � ��� ���� 
 � 
 � � � �

Probe: ��� � ���� ��� � ��� � ��

Also 	 � �, � � ���� und � � 
��, somit � � ���� � ��� � 
�� � ���. �


