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Aufgabe 3.1 (Logische Aussagen). (4 Punkte)

Verneine folgende Aussagen und vereinfache die Negation. Bestimme den
Wahrheitswert der urspriinglichen und negierten Aussagen (oder erlautere).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Yz e R: 22 > 0.

Lésung. Die Verneinung ist: 3z € R: 22 < 0. Die Aussage war richtig,
jedes Quadrat einer reellen Zahl ist grof3er oder gleich Null, die Vernei-
nung ist somit falsch. O

dz € C: Vz € R: |z] > z.

Losung. Die Verneinungist: Vz € C: 3z € R : |z| < z. Die Aussage war
falsch, es gibt keine komplexe Zahl z, deren Betrag grolier ist als jede
reelle Zahl. Die Verneinung ist hingegen wahr, zu jeder komplexen Zahl
z existiert eine reelle Zahl x, die gleich dem Betrag von z oder grofer ist.

O
Vs € MFI1: 3p € {Pizzen} : s bekommt von p.

Losung. DieVerneinungistin diesem Fall: 3s € MFI1: Vp € {Pizzen} :

s bekommt nichts von p. Die urspringliche Aussage bedeutet, dass fur
alle Studenten der Vorlesung eine Pizza existiert, von der sie etwas abbe-
kommen. Diese Aussage sollte wahr sein (aul3er irgendjemand will viel-
leicht gar nichts abbekommen etc.). Die Negierung bedeutet dann: Es
existiert ein Student in der Vorlesung, der von keiner Pizza etwas abbe-
kommt. Diese Aussage ist hoffentlich falsch. O

dp € {Pizzen} : Vs € MFI1: s bekommt von p.

Losung. Die Verneinung fur diese Aussage ist: Vp € {Pizzen} : 3s €
MFI1: s bekommt nichts von p. Die urspringliche Aussage bedeutet,
dass eine Pizza existiert, von der alle Studenten der Vorlesung etwas ab-
bekommen. Je nach dem, wie grol3 eine Pizza sein kann oder wie wenig
schon als ‘Abbekommen’ gilt, kann diese Aussage als wahr oder falsch
betrachtet werden. Die Negierung bedeutet dann: Fur alle Pizzen p exi-
stiert ein Student in der Vorlesung, der nichts von p abbekommt. Auch
hier ist ein Interpretationsspielraum gegeben! O



Aufgabe 3.2 (Induktion, Fibonacci). (4 Punkte)
Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch
F() = 0,
F1 = 1,
Fn =ry 1+ Fn72 farn Z 2.
Seijetzt o = 1 +1/5undp =1 —1/5 Zeige:
() p+P=1undp-p=—1.
Ldsung.
1 1 1 1 1 1 1 1
<P+@:—+—\/g+——§\/g:§+ +§\/_—§\/g:1-
1 5 4
SO = _ — — :———:——:—1
= (343Y9) (53v9) i1 .

(ii) > = ¢+ 1und p? = P + 1 (mit anderen Worten: ¢ und p sind die

Nullstellen von 22 — z — 1).

Losung. Leichtzusehenist: p+p=1=% =1 — ¢. Dann:

“l=p-P=¢-(l-p)=p—¢"

2

Umstellen liefert nun ¢? = o+ 1. Der Beweis fur die zweite Aussage geht

analog.
(iti) Far alle n € N gilt

1 1

Losung. Induktionsanfang:n =0undn =1

0=F 2 2Vig' - VEpl=1 V51~
=R 2 2V5g - 2VEp = VB (
- g.\/5.\/5:_

O



Induktionsschritt: n — 1,n > n+1

Fn+1 Def.£n+1 Fn + Fn—l

v 1 n 1 —n 1 n—1 1 —n—1

—= _\/5.80 —_\/5.80 +g\/5.(10 _g 5.90

— (@n + Gn - anl)

= 5(@”1 -2 (+1))

(i) n— —

= V5 (" =" B)

_ ((pn+1 o —n+1) O
Aufgabe 3.3 (Peano-Axiome). (4 Punkte)

In den Peano-Axiomen wird zunachst nur die Nachfolgerfunktion n — n*
eingefuhrt. Die Addition kann dann durch die folgende Rekursion eingefuhrt
werden:

m+0:=m
m+nt:=(m+n)t

fur m,n € N. Nun muss man allerdings die Gesetze der Addition Uberprufen.
Beweise (m +n) +k=m+ (n+ k) furm,n, k € N.

L6sung. Mit der Eigenschaft

plk)= (Ym,n e N: (m+n)+k=m+ (n+k)).
fuhren wir eine Induktion nach % durch.
Induktionsanfang: £ = 0

(m+n)+0=m+n=m+ (n+0).

Induktionsschritt: £ — kT

(m+n)+kt = ((m+n)+k)"
= m+Mn+k)"
= m+(n+k)*
= m+ (n+k"). O



Aufgabe 3.4 (Rational). (3 Punkte)
Beweise, dass v/5 nicht rational ist.

Losung. Wenn +/5 rational ware, dann wiirden n, m € Z existieren mit
2
V5=""also (@> = 5.
n n
Wir nehmen deshalb an, dass solche n, m € Z existieren und wahlen diese so,
dass der Bruch ™ vollstandig gekurzt ist.

Wir kénnen dann umformen: ’;}—2 =5 < m? = 5n?%. m? muss dann dezimal auf
0 oder 5 enden, also auch m. Damit kann m in jedem Fall geschrieben werden
alsm =5-rmitr € Z. Wenn wir das jetzt einsetzen, erhalten wir:

5n? = (5r)? = 25r? = 5r% = n?.

n endet also genau wie m auf 0 oder 5 und kannalsn = 5-s (s € Z) geschrieben
werden. Also kénnte aus dem Bruch 2 noch mindestens eine 5 herausgekirzt

werden. Widerspruch zur Annahme. /5 kann nicht durch einen Bruch darge-
stellt werden, ist somit nicht rational. O

Aufgabe 3.5 (Summen- und Produktzeichen). (7 Punkte)

H 1
(i) Berechne -, ;s =

Ldsung.
1 1 1 1 1 1
1;5]'2—2 I R T R e ST ST
AU SR 5

27 14 23 161
(ii) Berechne >, (2j +1).
Ldsung.

doocjer(27+1) = (2:04+1)+(2-14+1)+(2-241) +(2-3+1)
+(2-44+1)+2:5+1)+(2-64+1)+(2-7T+1)
= 14+3+5+7+9+11+13+15 =64, O



(i) Berechne > . 40(27 +1).

Losung.

Zogjg100(2j+1) = 2 Z J+ Z 1

0<;5<100 0<;5<100

100 - 101
= 2.L2()+101

10100 + 101 = 10201. O

(iv) Berechne [], ;. 5(3k —9).

Losung. Da der Term 3k — 9 auch fur £ = 3 in das Produkt einfliessen
soll, ist dieses Produkt 0. O

(v) Berechne H1§l§5(3k —9). [Sic!]
Losung. [],.,5(3k —9) = (3k —9)° O
(vi) Berechne [y ;e o<per (20— 1).
Losung. Fur k£ = 2 wird folgende Summe gebildet:
2-0-1)+(2-1-1)=-1+1=0.
Damit ist auch hier ein Faktor des Produkts 0, also das ganze Produkt. O

(vii) Berechne ZOS,CS:,) Hogkk(% —1).

Ldsung.

Yoockes [ lococr(20—=1) = 1+(2-0-1)+(2-0-1)(2-1-1)
- F(2-0-1)(2-1-1)(2-2-1)
= 1+ (-1)+(=1)-1+(-1)-1-3
= 1+(-D)+(-1)+(-3)=—-4 O
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