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Aufgabe 2.1 (Schaltkreise). (4 Punkte)

Ein mehrziffriger Digitalzahler wird aus einzelnen Zahlziffern aufgebaut. Fur
den Z&hlvorgang wird folgende Funktion gebraucht:

Ty To T1 To | U Y3 Y2 Y1 Yo
fr r rir frr fow
fr rwl(f f f w f
ffr w f{f f f ww
ff w w|f [ w [ f
frw [ L f w [ ow
frfw [wlf [ w w f
f w w f|f f w w w
fTw w o w|f w [ f f
w f f f|f w f [ ow
w f f wiw f f f f

(i) Gib jeweils einen logischen Ausdruck fur u, s, y2, y; und gy, an.

LOsung. o U= w3 N X

o

ys = (3 A~y A —xg) V(29 A2y A Tp)

o Ys = (wg A1) ® o = (xo ATy A o) V (09 V 1y) A 22)

oy =21 (xg A wg) = (mxg Axy) V(21 Axs) V(g A mxy A )

° Yo = "o O

(if) Zeichne je einen Schaltkreis fur drei der Bits, der nur die Gatter —, vV und
A verwendet.

L6sung. o Schaltkreis fur u:

—@



o Schaltkreis fur y;:

NCAE:

o Schaltkreis fur y,:

Yo O
(ili) Was tut diese Funktion?

Losung. Sie zahlt binar hoch. Wir gucken uns mal die Wahrheitstabelle
etwas verandert an:

(33)2 Ty Tog T1 To ||U|Ys Y2 Y1 Yo (y)z
0 O 0 0 O0y)0O0j0 0 0 1 1
1 O 0 O 1()0{0 O 1 O 2
2 o 0 1 0y0j0 0 1 1 3
3 O 0 1 11)0{0 1 0 O 4
4 o 1 0 0y0j0 1 0 1 )
5) O 1 0 1()0{0 1 1 O 6
6 o 1 1 0y0j0 1 1 1 7
7 O 1 1 11)0{1 0 0 O 8
8 1 0 0 O}Of1 0O O 1 9
9 1 0 0 1}1{0 O 0 O 0

In dieser Tabelle ist jetzt f durch 0 und w durch 1 ersetzt. Aulierdem
steht in den &ul3eren Spalten der Dezimalwert der inneren binaren Dar-
stellung, bezeichnet mit (z),, bzw. (y),. w ist der ,,dezimale” Ubertrag.



Wenn die 9 erreicht ist, ist die Bedingung x5 A z, erftllt und « wird auf 1
gesetzt. O

Aufgabe 2.2 (Tautologien). (4 Punkte)

Prufe, ob die folgenden Aussagen Tautologien sind, und beweise.

(i) (=N (p="9) < (9.

Losung.

“pVq)A(pV —q)
“pVq) A (mgVp)
p=q)A(g=p)
peq)

(p=aN(p=>—q) =

(
(
(
(

oder mit Wahrheitstabelle wie folgt:

pla|p=q|p=q|(p=gAN(p=—q) |p&g

f1/f w w w w

w| f| f w f f

flw w f f f

w | w w w w w O

(i) ((a= (bA(c=4d)))V(bd—c) < (-aVbV o).

Losung. Wir kénnten auch hier eine Wahrheitstafel aufstellen, aber die
wird nun schon unhandlich grof3. Wir versuchen es daher mit Umfor-
mungen. Die folgenden Aussagen sind untereinander aquivalent:

(a= (bA(c=d)))V (b® —c)
—aV (bA(meVd)V (bAc)V (=bA —c)
—aV (bA(meVdV))V(=bA—c)

N———
—a VbV (=b A —c)
(ma VbV =b)A(—-a VbV -—c)
N’

w

(ma VbV —c)

Damit gilt die angegebene Aussage immer und ist also eine Tautologie.

O



Aufgabe 2.3 (Induktion). (4 Punkte)

Es heil3t, nachts seien alle Katzen grau. Wir zeigen, dass zumindest alle Katzen
die gleiche Farbe haben! Oder?

Satz. Alle Katzen haben die gleiche Farbe.

Beweis. Wir zeigen per Induktion: Alle Katze in einer geordneten Liste von
n Katzen haben die gleiche Farbe.

Induktionsanfang: In einer Liste mit nur einer Katze haben nattrlich alle Kat-
zen die gleiche Farbe.

Induktionsschritt: Wir betrachten eine Liste mit n + 1 Katzen. Die Katzen mit
den Nummern 1 bis »n bilden eine Liste mit n Katzen und haben also nach
Induktionsvoraussetzung alle die gleiche Farbe. Aber auch die Katzen 2 bis
n+ 1 bilden eine Liste mit n Katzen und haben nach Induktionsvoraussetzung
die gleiche Farbe. Da die Katze Nummer 2 in beiden Listen ist, haben also alle
n + 1 Katzen die gleiche Farbe.

Induktionsschluss: Alle Katzen haben die gleiche Farbe. O

Finde den Fehler und begrinde.

Losung. Das Problem ist hier, dass der Induktionsschritt fur n» = 1 falsch
ist. Bei n = 1 betrachten wir dann eine Gesamtliste mit 2 Katzen. Die Katze
mit der Nummer 1 bildet dann eine Liste mit einer = n Katze und hat so nach
Induktionsvoraussetzung die gleiche Farbe. Aber auch die Katzen 2 bildet
eine Liste mit einer Katze und hat nach Induktionsvoraussetzung die gleiche
Farbe. Da die Katze Nummer 2 jetzt nicht in beiden Listen ist, liegt hier der
Fehler. O

Aufgabe 2.4 (Induktion). (4 Punkte)

Bestimme die nattirlichen Zahlen n fiir die n? < 2" gilt. Beweise Dein Ergebnis.

Losung. Um das kleinste n € N zu finden, fur das diese Gleichung gilt, set-



zen wir einfach mal die kleinen n ein:
n=1: 1=1*<2=2
n=2: 4=2"<2"=4
n=3: 9=32¢£2=28
n=4: 16=4*<2*=16
n=>5: 25=5%<2"=32
n==6: 36=6><2°=64

Scheinbar funktioniert das fur jede der Zahlen aufRer 3. Also werden wir ver-
suchen, die Gleichung fur » € N5, mithilfe von zwei kleinen Induktionen zu
zeigen!

Zuerst beweisen wir die Behauptung: 2n +1 < n? furn > 3,n € N. (Hier
muRte keine Induktion gemacht werden, aber der Ubung halber...)

Induktionsanfang: Sei n = 3. Wir sehen leicht
2:3+1=7<9=23%
Also ist die Aussage richtig far n > 3.
Induktionsschritt: n — n + 1.
(n+1)° n® +2n+1

2n+1+2n+1=2n+2n+2
1

VY IVZ

2n+3=2(n+1)+1.

Induktionsschluss: Die Behauptung ist richtig!
Mit dieser Vorarbeit konnen wir jetzt leicht die eigentliche Aufgabe l6sen:
Induktionsanfang: Sei n = 4. Wir sehen sofort
4* =16 < 16 = 2%,
Die Aussage ist also richtig fur n = 4.
Induktionsschritt: n — n + 1.

v
ontl M. 2>np?.2=n%+n?

7
o |l

V¢

n*+2n+1=(n+1)>%.

Induktionsschluss: Fir n € N4 gilt: n? < 2™ O



Aufgabe 2.5 (Induktion). (4 Punkte)

Fir n € Ny sei a, := 11"t +12?""1 Zeige durch vollstdndige Induktion, dass
alle a,, Vielfache von 133 sind.

Losung. Zu zeigen ist also, dass sich a,, flr jedes n € N>, schreiben laRt als

a, =133 -d,, d,€N.

Induktionsanfang: Sein = 1.
a1:112—|—121:121+12:133:133-l.
ist offensichtlich durch 133 teilbar. Das d; ist also 1.

Induktionsschritt; n — n + 1.

L8 s R PAG
1t 11 41220t 122
114122t 114 122 (122 — 11
= 11- (11" 4+ 12271) 412271 133

= 11-133-d, +12*"7"- 133 =133 (11-d, +12°"7").

- -
v~

Qp+1

<

dn+1

Induktionsschluss: Die Behauptung ist korrekt! O
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