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Aufgabe 6.1
(i) df

d]

d]
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xad|y=d|(sx+ty)
Xx=3keZ:x=dk
y=3leZ:x=dl

sx+ty = sdk +tdl

=d (dk +tl)
=d|sx+ty

(ii) sx+ty=d =ggT(x,y)|d

Seig = ggt(x, y), danng|XAQ|Yy.Nachi giltdanng|SX+ty,aIsoggT(X, y)|d .

Aufgabe 6.2
(i) Falls a<b:
a+b=min{a,b}+max{a,b}
=a+b
Falls a>b:
a+b=min{a,b}+max{a,b}
=b+a
=a+b
Falls a=b:

a+b=min{a,b}+max{a,b}

(ii) Zu zeigen: X|(p1fl prf')<:> Je,,...,e, eNix=p*-..-p " rg<fian.ne<f

far

=min{a,a}+max{a,a}
=a+a
=b+b
=a+b

r

xeN

Zwei Aussagen sind aquivalent, wenn die jeweils andere Aussage aus der einen durch eine
Implikation gefolgert werden kann. Im Folgenden werden diese beiden Implikationen ein-
zeln bewiesen:

1.

X|(p" oo p, )= ey, eNiX=p e p g < fiang <
Wegen X|(p1fl prf') muss gelten X>1.

Fur X =1gilt1 teilt alle Zahlen. Die Exponentene,,...,€,und f,,..., f sind dann alle=0
Fur X > 1gilt nach dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie, dass es eine Primfaktor-
zerlegung fur X gibt, fiir die gilt X = p,* -...- p,* . Xteilt ein Produkt, wenn es einen

Faktor teilt, so dass gilt x| p," v x| p,” v..v x| p,"

Da p,,..., P, prim und paarweise verschieden sind, gilt X = p,* - pzo- p30 prO mit

e <fivx=p'p% pS o p” mite, < fvovx=p’-p,’ p o p mit
e <f,da0<f,f,..f.

Dies kann man zusammenfassen zu X = p,* -...- p," ne < fA..ng < f

re
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2. Je,..6, eNix=p%-...p"re<fAa.ne<H :>x|(plfi prf*)
6,1

Jedes p,* kann dargestellt werden durch p,* = H P, . Somit gilt fiir jedes p, * mit
e -1 f—e,—2 ’
<f:pr" :Hpr- 1:[ p, .
p, " ist also ein Vielfaches von p,* , also folgt p,* | p, "
Dies gilt analog fur allen anderen p,*, pr* mit Xe N_, .
Alsogilt P | p," A..A P, | p," . DaauRerdem giltx = p,* -...- p,* , folgt
X](p" o).

f, minfe,, f,} min{e,, f.}

- Py

min{e, , f

(i)  Zu zeigen: ggT(plel e PP e Py ) P,
Sei a'= plel plerv b= p1f1 p » = plmm o =Py
Da min{e, f,} <e A..amin{e,, f } <e folgtnachii g|a und g|b.
Sei t € Z , dann gilt also: t|(p1 pre') und '[|(p1fl prff).

Folglich gibt es nachiii d,,...,d, mitt = p,% -...- p," undd, <e A..Ad, <e,, sowie
d<fAa.ad <.
Also gilt fiir alle 1<i<r: d, <min{e,

f } Wieder mit i folgt t| g .
(iv)  Zuzeigen: kgV (plel PP P, ) =p, e L p e bl
Es muss gelten:

e Wegen max{el, f}>e A. /\max{e f }>e folgt, dass jedes p,

r*’r

max{e,, fy}

mit X € N_,, entweder gleich p, ® ist, oder ein Vielfaches davon.
Somit gilt nach ii (plel et P, )|(plmax whi, | prmaX{er,f,}).
e Ebenso gilt( p . p, " ) | ( p,m e prmax{e,,fr})’ da
max{e, f,} > f, A..amax{e, f } > f, und somit jedes pxmax{ex’f*} . mit

X e N_,, entweder gleich pr* ist, oder ein Vielfaches davon.

Sei ¢ € N nun ein beliebiges, gemeinsames Vielfaches von p,% -...- p, und p,"-...- p,
max({e, , f
dop,

(Bt prmax{e,,fr})m.

max{e,, f, |

so ist Cgleich p, oder ein Vielfaches davon, da gelten muss
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(v) Zu zeigen: 99T (X, y)-kgV (X, y)=x-y mit X,y e N
Zunachst zeigen wir es gilt analog zu 6.2 i fur die Multiplikation der Potenzen

cminfab) maxfab) _ qaib da
Falls @ <b gilt ™0}, cmabl _ga b _ cawd
Falls a> bgilt ¢™"#0).c™ @8 = b .2 = ¢ = ¢
Falls a=bgilt c™"*°}.cm{@b) = gminiaa), cmax{aa)
=c®.c?
=c°.c
=c*.¢c”
— Ca+b

99T (X, y)-kaV (%, ¥)= 99T (P - P, oy oo P, ) -kGV (P - P By e )

vgl. iii und iv mln 91 f min{e f max % f} max{e f }
) ()
_ » minfe;, f;} max{e;, f; } min{e,, f, }
=P epy Y By pr
siehe oben ot e +f
+ e
= pl ! pr

= plel . plfl prer . prfr
— plel prer . plfl prfr

=X y
|
(vi) Berechnung von ggT (1 639 032 613,3 278 156 593) mit dem EEA:

[ fi g S t;

0 1639 032 613 1 0
1 3278 156 593 0 0 1
2 1639 032 613 2 1 0
3 91 367 17 939 -2 1
4 0 35 879 17 939

ggT (1 639 032 613,3 278 156 593) =91 367
Xy

Nach v gilt ggT (X, ¥)-kgV (x,y)=x-y <= kgV (X,y)=————
(xy)-kaV (x,y) (%) 9T (7)

Setzt man fur X und y erhélt man
1639 032 613-3 278 156 593
ggT (1639 032 613,3 278 156 593)

5373005 566 447 967 509
58 806 851 121 827

kgV (1 639 032 613,3 278 156 593) =
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Aufgabe 6.3
(i)
Schleifendurchlauf | i I g |S i
0 0 219215 1 0
1 807959 0 1
1 1 0
2 219215 1 0
2 2 3
3 150314 -3 1
3 3 1
4 68901 4 -1
4 4 2
5 12512 -11 3
5 5 5
6 6341 59 -16
6 6 1
7 6171 -70 19
7 7 1
8 170 129 -35
8 8 36
9 51 -4714 1279
9 9 3
10 17 14271 -3872
10 10 3
11 0 -47527 | 12895
=10

(ii)

(iii)

Zu zeigen: I =S, -a+t -b fir 0<i<I+1, i e N Beweis mit vollstandiger Induktion.

ILA. Wir zeigen, die Aussage gilt filr ein beliebiges, festes i, wir wéahlen i =0
rhL=s,-a+t,-b=1-a+0-b=a (wahre Aussage)

I.S. Wir zeigen: gilt die Aussage fiir ein beliebiges, festes i, so gilt sie auch fiir i +1
=Sy -a+ty ‘b

=(Si—1_qisi)'a—l—(ti—l_qiti)'b
=s ,-a—Qs;-a+t,-b—qt -b

|
=g (s-a—t-b)+s-a+t;-b
LV.
=qr+S,-att,-b
LV.
=l — Gl
Somit ist der Nachfolger auf seine beiden Vorganger zuriickgefiihrt, also ist die Aussage

war.
|

GemaR dem Euklidischen Algorithmus gilt, ggT (a, b) =1 =I_,. Also muss es wie in ii
gezeigt zwei ganze Zahlen s,t € Z geben, fiir die gilt ggT (a, b) =s-a+t-b.
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Aufgabe 6.4

0) Zu zeigen: 2 —1= (:L,—]Jj Beweis mit vollstandiger Induktion.
kmall/2

ILA. Wir zeigen, die Aussage gilt fiir ein beliebiges, festes K, wir wahlen k =1
2t -1=1= (1) , (wahre Aussage)

I.S. Wir zeigen: gilt die Aussage fiir ein beliebiges, festes K, so gilt sie ach fur k+1

2k _1=2.2-1
=2¢.2-2+1
=2-(2"-1)+1
LV.
(10), {1 4,
kmall/9
:(1.10) +(1),
k mal 1 2
( 1.1 j
kml 2
|
iy (27-1)(2%+2"+1)=(1111111), -(1 0..0 1 0...0 1j
zzzm;‘llmg) 2
Schriftliche Multiplikation:
1111111-10..010..01
Yo Y e ¥
242 27 mal 0 214 13 mal 0 20
1111111
1111111
+ 1111111
7mal 1 21 mal 0 7mal 1 7mal 0 7mal 1
Also (27—1)(2“-+2”-+1)=:(11111119;;9111111100000001111111]
21 mal0 2
(i) (1111100 0001 111111111000 001111111111 0000 0000 0000 0001 1111),

= (11111) -110..010..010..01
2 —_— Y
2

14 mal0 14 mal0 19 mal0

(iv) 2¥ -1=2"-1= (31 3131 313131 31)25

v) (313131 31313131),=(31),(1111111),

vy  2%-1=[(2*-1)..(2°-1)

b mal (2a -1)

23
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(vii) (2°-1)..(2°-1) =(2a—1)-(1_\..ﬂ.1j

b mal 1

bmal (2°-1) ,

Zu zeigen war 2 —1 prim = k prim . Dies ist aber aquivalent zu
—(k prim) = (2" ~1 prim).

Wie wir in vii gesehen haben, lasst sich 2 —1 als echtes Produkt darstellen (und ist somit
nicht prim), wenn K =a-b ist. Dann ist K aber keine Primzahl. Also ist

—(k prim)= —|(2k -1 prim) wahr und somit auch 2 —1 prim = k prim.

Aufgabe 6.5

Sei @ eine Formel mit Parameter.

Zu zeigen: Vne N((Vi € N<ng0(i)) = (p(n)) =Vne Ngo(n)
Essei y/(n)=VieN_op(i)

Test beider Aussagen mit ausgewahltenn ;

n ‘v’neN((VieN<n¢(i)):>(o(n)) w(n)

(Vi € N<0(p(i)) = ¢(0)

Da N_,={ {istVieN_e(i)un
0 | pa N, :{ } , sind alle daraus gefolgerten Aussagen ° { } " ( )

erfullbar.
wabhr.

(VieNap(i)=o(1) _
1 pal., = {0} gt (0) = (1) Da N_, ={0} folgt¢(0)

(Vi e N_o(i )) ¢(2)

DaN_, ={0;1 folgt((p(O)/\ (p(l)) = 0(2) Da N_, ={0;1} folgt(0) A (1)

(VieN_o(i))= (k) pa N, ={0;..;k -1}
paN_ ={0;..;k =1} folgt(@(0) A... A@(k =1)) = (k) | folgtp(0) A...Ae(k-1)

Induktionsschluss von k — K +1

(VieN_,0(i))= o(k+1)

Da N_,, ={0;..;k-1; k}folgt((p(O)/\go(l)/\.../\q)(k —1)A¢)(k)) = p(k+1).

Da nach LV. gilt Vie N_ (i) = ¢(k), muss somit Vie N_, (i) = ¢(k+1) gelten.

Da die Variable n fest, aber beliebig gewéhlt werden kann, zeigt die obige Induktion, dass die Aussage

fur alle n € N gilt.
|
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Aufgabe 6.6
(i) a=3795b=2574
i rl qi Si ti
0 | 3795 1 0
1| 2574 1 0 1
2 1221 2 1 -1
3 132 9 -2 3
4 33 4| 19| -28
5 0 -78 | 115

ggT (3795,2574) = 33=19-3795 - 28- 2574

(ii) a="5978,b =6699

! I G Si L

0 5978 1 0
1 6699 0 0 1
2 5978 1 1 0
3 721 8 -1 1
4 210 3 9 -8
5 91 2 -28 25
6 28 3 65 -58
7 7 4| -223 199
8 0 957 | -854

99T (5978,6699) = 7 = —233-5978+199- 6699

iy ~ a=610,b=377

| f 0 S; t;
0 610 1 0
1 377 1 0 1
2 233 1 1 -1
3 144 1 -1 2
4 89 1 2 -3
5 55 1 3 5
6 34 1 5 -8
7 21 1 -8 13
8 13 1 13 -21
9 8 1 -21 34
10 5 1 34 -55
11 3 1 -55 89
12 2 1 89 -144
13 1 2 -144 233
14 0 377 -610

ggT (610,377) =1= ~144-610+233-377
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