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in den jeweils richtigen griinen oder roten Kasten auf dem D1-Flur.

Aufgabe 11.1 (Abzédhlbarkeit und Uberabzahlbarkeit). (3 Punkte)

(i) Zeige, dass die Menge der durch drei teilbaren natiirlichen Zahlen ab-
zéhlbar ist.

(ii) Zeige, dass die Menge Q[i] = {a + ib|a,b € Q} der Gaufdschen (rationa-
len) Zahlen abzahlbar ist.

(ili) Zeige, dass die Menge [0, 1] der reellen Zahlen zwischen 0 und 1, je ein-
schliesslich, tiberabzéahlbar ist.

Aufgabe 11.2 (Relationen und Eigenschaften). (2 Punkte)
Betrachte die Relation R = {(1,2), (2,1),(3,7),(4,1),(6,2)}.

i) Stelle sie als Pfeildiagramm und bildlich als Teilmenge von {1,...,6} x
i) Stelle sie als Pfeildiag d bildlich als Teilmeng
{1,...,7} dar, wie im folgenden Beispiel:
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(ii) Ist R eine Funktion?
(iii) Ist R eine Funktion von {1,...,6} nach {1,...,7}?

(iv) Ist R~! eine Funktion?

Aufgabe 11.3 (Relationen und Eigenschaften). (6 Punkte)

Sei M die Menge aller Menschen. Beantworte und begriinde die folgenden
Fragen.

(i) Ist die Relation
G ={(z,y) € M x M |z ist Bruder oder Schwester von y oder z =y }

(a) eine Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?



(ii) Ist die Relation
A ={(z,y) € M x M |z ist Vorfahr von y oder z = y}

(a) eine Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

(iii) Ist die Relation N = {(z,y) € M x M |z ist Nachbar vony} (a) eine
Aquivalenzrelation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

(iv) (a) Ist die Relation V' = {(z,y) € M x M |y ist Mutter von z} eine Funk-
tion? (b) Ist V! eine Funktion?

(v) Ist die Relation T = {(z,y) € R x R|z —y € Z} (a) eine Aquivalenzre-
lation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

(vi) Ist die Relation P = {(z,y) € Rx R|z +y € Z} (a) eine Aquivalenzre-
lation, (b) eine Teilordnung, (c) eine Ordnung?

Aufgabe 11.4 (Funktionen). (5 Punkte)
Untersuche die folgenden Funktionen auf Injektivitdt und Surjektivitat. (Be-
weise Deine Antworten!)
() c:N—= N, 2+ 23
(i) f:R—=R z+ 23
(ili) m: Z — Zy42, x — x mod 42.
(iv) w: Rsg = R, z = z(z +1)(z —1).

V) p: Z = 77, e 2°.
()p 13>

Aufgabe 11.5 (Schubfachprinzip). (2 Punkte)

Du ziehst Kugeln aus einer Urne, in der sich 10 rote und 10 griine Kugeln
befinden. Wieviele Kugeln musst Du ohne Zuriicklegen ziehen, um sicher zu
sein, dass Du wenigstens zwei gleiche bekommst? Beweise Deine Antwort.
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Miindliche Aufgabe 11.6 (Abzahlbarkeit und Uberabzéahlbarkeit).

(i) Zeige, dass die Menge der nicht durch drei teilbaren Zahlen abzéhlbar
ist.

(ii) Zeige, dass die Menge Z[i] = {a + ib|a,b € Z} der Gaufischen ganzen
Zahlen abzahlbar ist.

(iii) Zeige, dass die Menge R der positiven reellen Zahlen {iberabzahlbar
ist.

Miindliche Aufgabe 11.7 (Relationen und Eigenschaften).
Betrachte die Relation R = {(1,4), (2, 3),(3,3),(5,7),(6,1)}.
(i) Stelle sie als Pfeildiagramm und bildlich als Teilmenge von {1,...,6} x
{1,...,7} dar.
(ii) Ist R eine Funktion?
(iii) Ist R eine Funktion von {1,...,6} nach {1,...,7}?

(iv) Ist R~! eine Funktion?

Miindliche Aufgabe 11.8 (Relationen und Eigenschaften).

Betrachte die folgenden Familienrelationen (auf der Menge aller Menschen):

o K :={(z,y) |z ist Kind von y}.

o H :={(z,y) |z ist verheiratet mit y}.
o W :={(z,y) |z ist weiblich}.
E:=K"

G = {(xvy)

S:=(GoH)U(HoG).

(¢]

(¢]

Jv, m

(v,v) ¢ WA (z,v) € KA (y,v) € KA
(m,m) e WA(zx,m) e KA(y,m) e K }

(¢]



o K2:=KoK,K>=K?oK,K":=K" 'oK,K* := Unen K™

Dabei soll alles im tiblichen Rahmen verstanden werden. (Wir werden also
beispielsweise keine Zwitter mit in die Diskussion einbeziehen, oder Pflege-
oder Adoptiveltern.)

(i) Beschreibe E, G, S und K* in Worten.

(ii) Welche der angegebenen Relationen sind reflexiv? Symmetrisch? An-
tisymmetrisch? Transitiv? Aquivalenzrelation? Teilordnung, Ordnung?
Linkstotal? Rechtseindeutig?

Miindliche Aufgabe 11.9 (Funktionen).

Entscheide und beweise:

(i) Sei f o g injektiv. Ist dann f injektiv? Ist g injektiv?

(ii) Sei f o g surjektiv. Ist dann f surjektiv? Ist g surjektiv?

Miindliche Aufgabe 11.10 (Schubfachprinzip).

Sei z € Z49. Betrachte die Folge (1, z, 22,23, 2%,...) der Potenzen von z. Zeige

ohne Verwendung der Satze von Lagrange, Euler oder dem kleinen Satz von
Fermat: ab irgendeiner Stelle beginnt die Folge sich zu wiederholen.

Tipp: Beweise zuerst, dass es zwei Potenzen gibt, die gleich sind.

*Miindliche Aufgabe 11.11 (Ordnungsrelation).

Sei ein Alphabet > gegeben und geordnet, etwa das iibliche Alphabet ¥ =
A, a,8,B,b,C,c,..., 7, 2] in dieser Reihenfolge. Wir definieren die Relation
<lex auf der Menge ¥* aller endlichen Worte tiber ¥ wie folgt: z <jex y, falls
der erste Buchstabe von z im Alphabet vor dem ersten Buchstaben von y steht
oder diese gleich sind und z’ <jy ¥’ gilt fiir das aus dem zweiten bis letzten
Buchstaben von z bestehende Wort ' und das aus dem zweiten bis letzten
Buchstaben von y bestehende Wort y'.

(i*) Gilt Automobil <je, Autokran?
(ii*) Gilt Fuchsbau <j¢, Fragezeichen?

(iii*) Zeige, dass <jex eine Ordnung ist.
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